Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.1 Systembeschreibung im Frequenzbereich

Musterlosung zur Aufgabe Al.1

a) Der komplexe Widerstand der Kaparzitit C ist gleich 1/(jwC), wobeiw = 2nf die so genannte
Kreisfrequenz angibt. Der Frequenzgang Iisst sich nach dem Spannungsteilerprinzip berechnen:

Yalf)  1/we) 1
XAf) EBE+1/(wC) 1+j-2n-f R-C

Wegen Hu(f = 0) = 1 kann dies kein Hochpass sein; vielmehr handelt es sich um einen Tiefpass. Bei

Half) =

niedrigen Frequenzen ist der Blindwiderstand der Kapazitét sehr grof3 und es gilt y5 () = x 5 (¢). Dagegen

wirkt der Kondensator bei sehr hohen Frequenzen wie ein Kurzschluss und es ist y 4 (¢) = 0.
b) Durch Koeflizientenvergleich zwischen Hpp(f) auf der Angabenseite und H (f) gemidB a) erhlt man:
1

Io= 5 R G~ 3 500 0,637 1065/ =2

¢) Der Amplitudengang lautet:

1
Half)] = —/—m———.
|Ha(f)] TSI

Fir /= f; erhélt man den Zahlenwert 0.592 ~ 0.707 und fiir J = 2f, ndherungsweise den Wert 0.447.
d) Die Ausgangsleistung kann nach folgender Gleichung berechnet werden:

P, =P, [Half = f.)”.
Fir f, =fo st P, =P,/2=5 mW, also die halbe Leistung. In logarithmischer Darstellung lautet diese
Beziehung;

Pl(fﬂ}
10 - 1g —
-P_e.'[,.rﬂjl

Deshalb ist fiir f auch die Bezeichnung 3dB—Grenzfrequenz tblich. Dagegen erhdlt man fiir /, = 2f,
einen kleineren Wert: P, = P,/5=2 mW.

= 3dB.

e) Analog zur Teilaufgabe a) gilt:

Yau(f) jw L j27 - f - L/R

Helf) = 2olp) ~ R+l ~T+izn T LR

Unter Verwendung der Bezugsfrequenz /, = R/(2nL) kann hierfiir auch geschrieben werden:

| . }| v 1+ [ffﬂ]“

L+3-f/fo

Hx(f)

Daraus erhilt man die Zahlenwerte:

|He(f =0)| =0. |Ha(fo)| = 0.707, |Ha(2fy)] =0.804, |Ha(f — o) =1

Der Vierpol B ist demzufolge ein Hochpass.
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f) Aus obiger Definition der Bezugsfrequenz folgt:

R Glly. .
= = — 1.59.107" 0s = 1.5¢ ,
L o7 o 2r - S000TZ 159107 0s = 1.o9mH
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.1 Systembeschreibung im Frequenzbereich

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.1

a) Der Amplitudengang des Tiefpasses erster Ordnung lautet:

1
V1+(f/fo)?
Damit erhdlt man den Dadmpfungsverlauf in Neper:

ai(f)=1In i 1 A 1/2 - In[1+ (f/fo)’]

|
= aqf = f”} = 0.34657TNp.  a,(f = 2fy) = 0.804719 Np.

Die entsprechenden dB—Werte erhdlt man durch Multiplikation mit 1/0.115 = 8.68589 und flihrt zu den
Ergebnissen 3.01 dB = 3 dB (f'= /) und 6.99 dB (f = 2f;)). Beim Tiefpass erster Ordnung betrégt somit

die 3dB—Grenzfrequenz /; = f,.

b) Der Frequenzgang H,(f) kann auch nach Real- und Imaginérteil getrennt dargestellt werden:

S 7
L4+ (f/fo)2 ° L+ (f/fo)?

Damit ergibt sich fiir den Phasengang:

Hi(f) =

: Im .
'r‘.'](,.r::l = — arctan m = arctan E

Fiir /= f( erhélt man arctan(1) = n/4 = 0.786 rad, fiir /= 2f() den Wert arctan(2) = 1.108 rad.
¢) Fiir den Amplitudengang eines Tiefpasses n—ter Ordnung gilt:
|Hu(f)] = [Hy(f)]"
Bei logarithmierter Ddmpfungsfunktion wird aus der n—fachen Multiplikation die n—fache Summe:
an(f) =n-ai(f) =n/2-In[1+(f/fo)?]
und speziell fiir den Tiefpass zweiter Ordnung;
as(f) =In[1+ (f/fo)*] = 2- aslf).
Die db—Werte lauten nun 6.02 dB = 6 dB (f'= +f;;) und 13.98 dB (fiir /' = +2f;). Damit ist offensichtlich,

dass fiir n > 1 der Parameter f, nicht mehr die 3 dB—Grenzfrequenz angibt. Vielmehr gilt fiir n = 2: f5* =

122
d) Auch beziiglich der Phasenfunktion gilt:
ba(f) =n-bi(f). balf)=2-ba(f).

Bei einem Tiefpass zweiter Ordnung sind somit alle Phasenwerte zwischen +n mdglich. Insbesondere ist
by(f = fy) = W/2 =1.571 rad und by(f = 2f;) = 2.216 rad. Da die Phase eine ungerade Funktion ist, gilt

hier: by(f = —2f()) = =2.216 rad.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.1 Systembeschreibung im Frequenzbereich

Musterlosung zur Aufgabe Al.2
a) Fiir den Gleichsignaliibertragungsfaktor gilt:
K=H(f=0)=¢e ! = M06-5~ 0092,

b) Mit ay = o -  miisste folgende Gleichung erfiillt sein:

1
Al ; — = o Np.
e > 097 = apg<In 007 (0.0305 Np

Damit erhdlt man fiir die maximale Lange /,,, = 0.0305 Np/0.00162 Np/km = 18.8 km.

¢) Wegen 8, = a, und der angegebenen Beziehung 1 + j = (2j)0'5 kann fiir den Frequenzgang auch
geschrieben werden:

H(f)=K.eV 5fra-B _ fr omVE fifo,
Durch Koeflizientenvergleich mit der vorne angegebenen Gleichung erhdlt man:

1 ) 0.272 A ., 1.835 B}
— = =(———— . (5km) = —— = = (.240MHz.
fo (1{111 - \HMHE) |: ) fo

MHz
d) Fiir den Frequenzgang gilt:

'y

[ =g S}

H(f) = K- e VAo _ [ o~V Fifo gV T
= |H(f)]* = K? ek,
Fiir /= /) erhlt man hierflir e 2~ 0.135. Daraus folgt weiter:
P,=P. - |H(f = fo)]* =135mW,

e) Indiesem Fall gilt:

P, =P, eIV 10054 Pooe™™% = 0.184 mW.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.1 Systembeschreibung im Frequenzbereich

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.2

a) Bei einem LZI-System gilt ¥(f) = X(f) - H(f). Daher ist es nicht moglich, dass im Ausgangssignal ein
Anteil mit 3£y vorhanden ist, wenn ein solcher im Eingangssignal fehlt. Das hei3t: Es liegt hier kein LZI-

System vor und dementsprechend ist auch kein Frequenzgang angebbar. Richtig sind demnach die

Losungsvorschlige 2 und 3.

b) Aufgrund der angegeben Zahlenwerte flir Ay(fo) kann von einem Bandpass ausgegangen werden.

¢) MitA, =2 Vund ¢, = 90° (Sinusfunktion) erhdlt man fiir /, = /5 = 3 kHz:

] -_14.' —jilwer—ion ) 11‘
H]l[j:i:‘ — I B N¥z—¥g) ﬁ

Somit ergeben sich fiir f, = 3 kHz die Werte ag = 0.693 Np und bg = 0 (Grad).

—J(00° —00° ) -
e f=10.5.

d) Inanaloger Weise kann der Frequenzgang bei f = /, = 2 kHz ermittelt werden:

0.8V
2V

Damit gilt fiir /= £, = 2 kHz: ag(f>)  0.916 Np und bg(fy) = 20°.

—j(00° —TO") _jap°
omlt =0.4.e7,

Hy(fa) =

Bei f'= -2 kHz gilt der gleiche Ddmpfungswert. Die Phase hat jedoch das umgekehrte Vorzeichen. Also

ist b(—fy) = —20°.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.2 Systembeschreibung im Zeitbereich

Musterlosung zur Aufgabe A1.3

a) Das Ausgangssignal y(?) ist 0, solange das Eingangssignal x(¢) = 0 ist. Das bedeutet, dass hier ein

kausales System vorliegt. Zum gleichen Ergebnis hétte man allein durch die Aussage ,,das Ausgangssignal
wurde gemessen” kommen konnen. Nur kausale Systeme sind realisierbar und nur bei realisierbaren
Systemen kann etwas gemessen werden.

Das Eingangssignal x(¢) kann fiir sehr grole Zeiten (¢ >> 0) als Gleichsignal interpretiert werden. Wére
H(f) ein Hochpass, dann miisste y¢(¢) fiir # — oo gegen 0 gehen. Das hei3t: H(f) stellt einen Tiefpass dar.
Richtig sind die Losungsvorschlige 2 und 3.

b) Der Gleichsignaliibertragungsfaktor kann aus den Signalen x{(#) und y;(¢) abgelesen werden, wenn
der Einschwingvorgang abgeklungen ist:

H(f = 0) = yi(t —oo) 1V

= = Iju_
ry(t — oc) 4V 0.20.

¢) Die Sprungantwort o(z) ist gleich dem Ausgangssignal y(¢), wenn am Eingang x(¢) = y(¢) anliegen
wiirde. Wegen x1(¢) = 4V - y(¢) gilt somit im Bereich von 0 bis 7= 2 ms:
yi(t)

olt) = 7 =05 (t/T — 0.5(t/T)*).

Zum Zeitpunkt ¢ = T = 2 ms erreicht die Sprungantwort ihren Endwert 0.25. Fiir = 7/2 = 1 ms ergibt
sich der Zahlenwert 3/16 = 0.1875. Beachten Sie bitte, dass die Sprungantwort o(¢) ebenso wie die
Sprungfunktion y(¢) keine Einheit besitzt.

d) Die Sprungantwort o(¢) ist das Integral {iber die Impulsantwort A(¢). Damit ergibt sich A(¢) aus a(?)
durch Differentiation nach der Zeit. Im Bereich 0 < ¢ < T gilt deshalb:

hit) = % =
= 0.5 (%—[}3(2—2)) =¥ (1 —%)
— h(t = 1ms) = h(t = T/2) = % —125.1/s.
= h{t=2ms)=h(t=T) =0. K

Firz <0und t > T ist h(¢) stets 0. Der Wert A(t = 0) bei exakt £ = 0 muss aus dem Mittelwert zwischen
links- und rechtsseitigem Grenzwert ermittelt werden:

5 25
hit =0) = % : [li_llil’fi‘[—f} + :li_ll‘lr a’r[—i—f}} = [I'.]' + [}?J] = [};J =250 - 1/s.

e) Der Rechteckimpuls x,(f) kann auch als die Differenz zweier um+7/2 verschobener Spriinge

dargestellt werden:
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ra(t) = A- [7& + %}. — y(t — %)} .

Damit ist das Ausgangssignal gleich der Differenz zweier um =+7/2
verschobener Sprungantworten:

ya(t) = A [r;r(t + %} — ot — %}} .

Firz = -7/2 = —1ms gilt y,(¢f) = 0. Fir die weiteren Zeitpunkte
t=0,t=T7/2=1 ms sowie t = T'= 2 ms erhilt man (siche Grafk):

T \{D_IZSV

1*\\%: s
aglf =T12) ™ =a.

ya(t =0) = A-[0(0.5- T) — o(—0.5-T)] = 2V - [0.1875 — 0] =0.375 V.,

yalt =T/2) =alt = 1ms) = A [o(T) —o(0)] =2V - [0.25-0] =05V,

ylt =T)=A-[o(1.5-T) — 0(0.5- T)] = 2V - [0.25 — 0.1875] =0.125V.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.2 Systembeschreibung im Zeitbereich

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.3

a) Der Frequenzgang H(f) ist die Fouriertransformierte von A(%):

+oc 1 +oc
= /.lri'“) ‘ L‘_jjﬁ’” dt = ? /[‘—ijﬂrf+],.-"f'}r dt.

L1

Die Integration fiihrt zum Ergebnis:
HI:.?) = |:— _1T . .[w—l:jfﬁf+]:""r}":| ) = — ! —.
' 12z f +1/T o 1+)-2afT

Bei der Frequenz /= 0 hat der Frequenzgang den Wert 1.
b) Dieser Frequenzgang kann mit Real- und Imaginirteil auch wie folgt geschrieben werden:

1 . 2T

A= Toegre 7 Tr TR

Die Impulsantwort an der Stelle = 0 ist gleich dem Integral {iber H(f). Da der Imagindrteil ungerade ist,
muss nur {iber den Realteil integriert werden. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft erhdlt man:

hit = 0) = 2 /1+ d;—_T 1+

Unter Benutzung des angegebenen bestimmten Integrals mit dem Resultat /2 ergibt sich:

1
hit =0) = 7T = 500 - 1/s.

Dieses Ergebnis zeigt auch, dass die Impulsantwort beiz = 0 gleich dem Mittelwert aus dem links- und
rechtsseitigen Grenzwert ist.

¢) Der Amplitudengang lautet bei dieser Aufgabe bzw. allgemein mit der 3dB-Grenzfrequenz:
1 B 1

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man:

|H(f)] =

1
If(,' = ﬁ = 159 Hz.

d) Wegen h(?) = 0 fiir £ < 0 ist das System tatsdchlich kausal. Es handelt sich um einen Tiefpass erster
Ordnung. Dagegen miisste ein Hochpass folgende Bedingung erflillen:

+oc
= /;’r(a‘} dt = 0.

H(f) ist eine komplexe Funktion. Der Phasengang lautet (sieche Aufgabe 7.1.1):
b(f) = arctan f/ fq.
Fir die Frequenz f = f; erhdlt man b(f = f5) = n/4 = 45°.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 8/24 Technische Universitaet Muenchen




Liegt am Eingang ein Cosinussignal mit der Frequenz /; an, so ergibt sich fiir das Ausgangssignal:
y(t) = K - cos(2m fgt — 457).

Dieses Signal ist zwar eine harmonische Schwingung, aber kein Cosinussignal. Richtig ist somit nur der
erste Losungsvorschlag.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.2 Systembeschreibung im Zeitbereich

Musterlosung zur Aufgabe Al.4

a) Die Impulsantwort ist definitionsgemal3 gleich dem Ausgangssignal, wenn am Eingang ein Diracimpuls
mit Gewicht 1 anliegt. Entsprechend der Musterlosungen Z.1.3 und obiger Skizze gilt:

hal(t) = yilt) = 1/T - 74T
Fiir den Zeitpunkt #; soll gelten:

; 1
hi(ti) = 1)T -e™/T = 77 = ty/T =In(2) = t; =0.693.T =0.603 ms.

b) Das Eingangssignal x(¢) ist wie die Impulsantwort /(%)

ein exponentiell abfallender Impuls, jedoch dimensionslos.
Somit gilt nach dem Faltungssatz:

yi(t) = x(t) = ha(t) =T - [ha(t) = ha(t)].

Diese Faltungsoperation ist flir einen spezifischen Zeitpunkt
t in nebenstehender Skizze verdeutlicht.

Nach Variablenumbenennung gelten folgende Gleichungen:

1 1 1

hi(t) = T e = hy(-7) = 7 el = hlt—7) = T pl=tH7 T
4=
N y][t}=T-/h][t—T} ha(r) dr

Fiir 7 <0 ist () = 0 und fiir 7 > ¢ verschwindet der erste Faltungsoperand (siehe Skizze). Daraus folgt:

t t

/ i | 1 .
(7B I:t} =T. ﬁ ,-/\Qll—f+T.:'.-'T ) Q—T..'T dr = T' f{j_t"lT dr.

L] 0

Man sieht, dass nun der Integrand unabhéngig von der Integrationsvariablen 7 ist. Somit gilt:

yi (t) = % e = gt =0) =0 y(t=T)=e"' =0.368

¢) Aufgrund von Hy(f) = Hy(f) - Hy(f) gilt fir die Impulsantwort:
hglzt}l = hy I:tjl * h](t}.

Bis auf den zusitzlichen konstanten Faktor 1/7 erhdlt man somit das gleiche Ergebnis wie unter b):

i ;
hg[t} = ﬁ . ﬂ_t"T.

Der Maximalwert wird durch Nullsetzen der Ableitung ermittelt:
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o]

dha(t) i /T (1_i)=[|. — to =T =1 ms

dt T2 T
e b (.368 .
= halty) = S = 75— = 3681/

d) Allgemein bzw. mit dem Ergebnis aus c) gilt flir die Sprungantwort:

¢
fh Jdr == [ 7 e T dr

1]

Mit der Substitution u = 7/T folgt daraus unter Verwendung des angegebenen Integrals:
tT

7y(t) = f w-e du =e™ . (—u—1) :},T

1]

¢ ,.
= mt)=1- (14— T) et

Zu den angegebenen Zeitpunkten erhdlt man unter weiterer Berlicksichtigung des Faktors 2V:
plt=T) = 2V-(1-2.e7') = 0528V,

B

pa(t =5T) = 2V.(1-6G-¢7) =1L019V,

Fiir noch groflere Zeiten ndhert sich y,(f) immer mehr dem Endwert 2V an.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.2 Systembeschreibung im Zeitbereich

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 7Z1.4

a) Das Ausgangssignal ist das Ergebnis der Faltungsoperation zwischen x(¢) und /4 (?):

o
yalt) = 2(t) * ha(t) = f o(r) - halt — 7) dr.

Aufgrund der Rechteckfunktion und der Dauer 67 kann hierfiir auch geschrieben werden:

t

yalt) = % / r(T) dr.

t—BT
Man erkennt, dass diese Gleichung fiir alle ¢ das gleiche Ergebnis y A (f) = 1V liefert.
b) Der Betragsfrequenzgang lautet:
|Ha(f)] = |si(m - f - 6T)].
Dieser weist Nullstellen im Abstand 1/(6 7) auf. Somit liegen auch bei fy, 3/j, 5/ usw. jeweils Nullstellen
vor. Insbesondere gilt auch: |[H (f = /)| = 0. Vom Spektrum X(f) bleibt somit nur der Gleichanteil 1V

unverdndert erhalten. Dagegen sind alle anderen Spektrallinien in ¥4 (f) nicht mehr enthalten.

¢) Analog zur Teilaufgabe a) kann hier fiir das (1)
Ausgangssignal geschrieben werden: A g (1)

L v
ye(t) = i / x(T) dr. :

t—5T 1 2 3 4 5 6 7 8 T

Es ergbt sich nun ein um den Mittelwert 1V
schwankender dreieckformiger Verlauf, wie aus

! . e -M./:r
der unteren Grafik zu ersehen ist. Zu den Zeiten D&V N N
t=0, t=2T, t=4T, ... ist

V. 2T , 1 2 3 4
yn(t} = T =08V,

Y

n
o
1
m_
- ¥

/T

da jeweils zwei Rechtecke und drei Liicken ins Integrationsintervall fallen. Dagegen sind beit = T, 37,
57, usw. jeweils drei Rechtecke und zwei Liicken zu berticksichtigen, und man erhilt yg(f) = 1.2 V.

d) Die Betragsfunktion lautet nun allgemein bzw. bei den Frequenzen /= f, = 1/(27) und f = 3fy:

|He(f)] = |si(m - f - 5T)|.

ol e - 1
[Ha(f = fo)l = [silwog)| = [si(2.57)] = 5=— = 0127,
i - 1

Die Spektralanteile des Rechtecksignals bei £, 3/, usw. werden zwar nun nicht mehr unterdriickt, aber
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mit steigender Frequenz immer mehr abgeschwicht und zwar in der Form, dass der Rechteckverlauf in
ein periodisches Dreiecksignal gewandelt wird. Der Gleichanteil bleibt auch hier unverandert.

Beide Filter liefern also den Mittelwert des Eingangssignals. Beim vorliegenden Signal x(7) ist fiir die
Bestimmung des Mittelwertes das Filter A besser geeignet als das Filter B, da bei Ersterem die Lange
der Impulsantwort ein Vielfaches der Periodendauer 7() = 27 ist. Ist diese Bedingung — wie beim Filter B

— nicht erfiillt, so iberlagert sich dem Mittelwert noch ein — in diesem Beispiel dreieckformiges —
Fehlersignal.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Aufgabe Al.5

a) Die Impulsantwort des idealen Tiefpasses lautet mit Af= 10 kHz:
hit) = Af -si(m- Af-t).

Das Ausgangssignal unterscheidet sich hiervon um den Gewichtungsfaktor 1073 Vs:
yilt) = 1077 Vs 10" Hz-si(m - Af - ) =10 V. si(m - Af - 1)

T

~ y(t=0) =10V, y][t='&D;xs}=lDV-si(%) _ 6.37 V.

b) Das Spektrum X5(f) des Diracpulses beinhaltet diskrete

Linien im Abstand fy = 1/T4 = 5 kHz, jeweils mit dem H

Gewicht 5 V. Das Spektrum Y,(f) besteht somit aus einer 1—

Spektrallinie bei £ = 0 mit dem Gewicht 5 V und je einer bei 12 —» L 9 Diracpuls

+5 kHz mit Gewicht 2.5 V. Damit gilt fiir das Zeitsignal: s T a
yalt) = 5V +5V-cos(2m - fa -t) = ‘0 -5 510 _ﬁliEHI

= 10V cos?(m- fa-t)
Der Signalwert bei ¢ = 0 betrdgt somit 10 V.
c) Mit7y = 199 ps istf, > 5 kHz. Wegen H(f,) = 0 besteht somit das Spektrum aus nur einer
Spektrallinie bei /= 0 mit dem Gewicht 5.025 V und man erhélt den konstanten Verlaufy,(f) = 5.025 V.
Wird T, weiter verringert, so ergibt sich am Ausgang weiterhin ein Gleichsignal, aber mit grolerem
Signalwert (proportional zu 1/7' ).

Dagegen ist mit 74 = 201 ps die Abtastfrequenz etwas kleiner als die Grenzfrequenz des Filters (5 kHz),
und die Spektralfunktion des Ausgangssignals lautet:

Yo(f) = 4975 V- [8(f) + o(f + fa) +8(f — fa)].
Daraus folgt fiir das Zeitsignal:

yolt) =497V + 995V cos(2m - fa-t) = plt =0) =14925 V.
Am prinzipiellen Verlauf dndert sich nichts, solange 200 ps < 7y <400 ps gilt. Allerdings ergeben sich je
nach 7'y unterschiedliche Amplituden. Fiir 75 > 400 ps kommen weitere Spektrallinien hinzu.

d) Das Ausgangssignal y3(¢) verliuft nun entsprechend der

Integralsinusfunktion: -

-

—
-

-
S, T

-

i
A -
I
il
&
-
i
_‘
)
¥
L
#
L
A
!

—
-
-

yslt =0) = 10V Af- fﬂi'ﬁﬂﬂf’r} 4 —

N R B fns
= 10V. |:§+E'Sl["'&ft):| ' 100

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt y3(£) =5 V.
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e) Es ist offensichtlich, dass y;(f) dann sein Maximum erreicht, wenn die si-Funktion zum ersten Mal bei
positiven Zeiten die Abszisse schneidet (siehe Skizze). Also muss ¢, = 1/Af = 100 ps gelten. Der
Signalwert ergibt sich entsprechend der Tabelle auf der Angabenseite zu

Yalt = to) =10V [% +%-51(z}} — 10V -[0.5 4 0.5895] = 10.895 V.,

Zu spiteren Zeiten ¢ schwingt y5(¢) langsam auf seinen Endwert 10 V ein.

f) Die Spektralfunktion X4(f) ist wie H(f) rechteck{Ormig

und fiir [f] > 2.5 kHz stets 0. Das bedeutet, dass in diesem | p o2 ViHz X,{f). T=200 ps
Fall Y4(f') = X4(/) gilt und entsprechend auch y,(f) = x4(¢). 1
. - H(p
Damit ist y4(z = 0) =10 V.
A (H.
g) Mit 7 = 50 ps ist die Breite von X,(f) gleich 20 kHz Ir'=30ps
und die Héhe 0.5 - 107 V/Hz Die Spektralfinktion Y,(f ) -5 S fkHz

nach Multiplikation mit H(f) hat die gleiche Hohe, die Breite
10 kHz wird jedoch nun durch H(f) bestimmit:

.V
yalt) = 0.5.107° i 10 kHz - si{m A ft) = 5V . si(mAft)
= u(t=0)=5V.
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.5

a) Ein Vergleich mit den Gleichungen auf Seite 2 von Kapitel 1.3 — oder auch die Anwendung der
Fourierriicktransformation — zeigt, dass H(f) ein idealer Tiefpass ist:

K filr | f] < Af/2,
H(f)={ K/2 fiir | f]= Af/2,
0 fir |f]> Af/2.

Die dquidistanten Nulldurchginge der Impulsantwort treten im Abstand A¢ = 1 ms auf. Daraus folgt die
dquivalente Bandbreite Af = 1 kHz. Wire K = 1, so miisste #(0) = Af = 1000 1/s gelten. Wegen der
Angabe h(0) =500 1/s = Af72 ist somit der Gleichsignaliibertragungsfaktor K = H(f = 0) = 0.5.

b) Diese Aufgabe ldsst sich am einfachsten im Spektralbereich 16sen. Fiir das Ausgangsspektrum gilt:
Y(f) = X(f)-H(f).

X(f) besteht aus zwei Diracfunktionen bei + f,, jeweils mit Gewicht A,/2 = 2 V. Bei /' =/, = 1 kHz >

Af12 ist aber H(f) = 0, so dass Y(f) = 0 und damit auch y(f)=0ist = y(=0)=0.

Die Losung im Zeitbereich basiert auf der Faltung:

+oc
y(t) = 2(t) « h(t) = [ h(7) - x(t — 7) dr.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 erhdlt man unter Berlicksichtigung der Symmetrie der Cosinusfunktion:
4o

y(t =0) = # : [:si[ﬁ AfT)-cos(2m - fy - 7)dT

—

Mit der Substitution # = 1t - Af - 7 kann hierflir auch geschrieben werden:

-
A, [:;ill(u} ccos(a - u)
T

]

ylt =0) = du.

) il
{

Hierbei ist die Konstante a = 2f/Af = 2. Mit diesem Wert liefert das angegebene Integral den Wert 0:
ylt =0) = A, =0.
¢) Der Frequenzgang beif =/, = 100 Hz ist nach den Berechnungen zu Punkt a) gleich K = 0.5.

Deshalb ergibt sich A, = A,/2 = 2 V. Zum gleichen Ergebnis kommt man tiber die Faltung entsprechend
obiger Gleichung. Fiir a = 2fy/Af = 0.2 ist das Integral gleich /2 und man erhélt

A,

m

Ak oy

.'I:ill[EL = L}} = '_l.h' = 2

ea| =

d) Genau beif = 0.5 kHz ist der Ubergang vom Durchlass— zum Sperrbereich und es gilt fiir diese
singuldre Stelle: H(f'= f;;)) = K/2. Somit ist die Amplitude des Ausgangssignals nur halb so grof3 wie unter

¢) berechnet, ndmlich A, = 1 V. Zum gleichen Ergebnis kommt man mit a = 2f/Af = 1 tber die Faltung,
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Aufgabe A1.6

a) Die Bedingung H(f = 0) = 1 bedeutet, dass die Fliche der Impulsantwort gleich 1 ist. Daraus folgt:

1 _ .
k= <7 = 500 1/s.

b) Das Ausgangssignal y(¢) ergbt sich als das Faltungsprodukt von x(¢) und A(¢). Die Faltung zweier
gleich breiter Rechtecke ergibt ein Dreieck mit dem Maximum bei ¢ = 0:

1ms 1 ms

ylt=0)=1V. /L‘rl’.r:l‘v’- /r)l dr =1V.

& 115

—1 ms —1ms

Richtig sind somit die Vorschldge 2 und 4.

¢) Die Faltung von zwei unterschiedlich breiten Rechtecken 70
fiihrt zu einem trapezformigen Ausgangssignal entsprechend 4
der Skizze. Der Maximalwert tritt im konstanten Bereich

von —0.5 ms bis 0.5 ms aufund betragt

0swv

Il Il i Il [
T T

1ms =025V. 05 10 15  #ms

ylt =0) =1V

2ms

Richtig ist somit nur die dritte Alternative.

d) Die Impulsantwort des Gesamtsystems lautet:
hup(t) = a(t) — hit). .
&

Diese beiden Anteile sind in der Skizze dargestellt. Durch . . . : .
Integration tiber Ap(f) und Multiplikation mit 1 V kommt 05 10 15 gims

man zum gesuchten Signal z(¢). In der unteren Skizze ist
das Integral tiber &(¢) blau, die Funktion —a(¢) rot und das
gesamte Signal z(¢) griin gezeichnet. T ()
z(t) ist eine ungerade Funktion in ¢ mit einer Sprungstelle
beit = 0: Der Signalwert beiz = 0 liegt genau in der Mitte 05 10 15 fis
zwischen dem links- und dem rechteckseitigem Grenzwert o0

und ist somit 0. Fiir > 1 ms gilt ebenfalls z(#) = 0, da das
Gesamtsystem eine Hochpass-Charakteristik aufweist.

Richtig sind somit die Vorschldge 2, 3 und 4.

e) Die Grafk zeigt die resultierende Impulsantwort /yp(#) und die Sprungantwort oyp(?), die beiz = 0

auf 1 springt und bis zum Zeitpunkt # = 2 ms auf den Endwert 0 abklingt. Zum Zeitpunkt # = 1 ms ergibt
sich UHP(I) =0.5.
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Das Signal z(7) ist formgleich mit der Sprungantwort opp(%),

hpp(f)
ist jedoch noch mit 1 V zu multiplizieren. Der gesuchte !
Signalwert zur Zeit £; = 1 ms ergibt sich zu z(¢;) = 0.5. 4!
' 05 10 15 25 ;.-'1:15
-500 15
Opp(f)

15 20 25 §Fms

-(f)
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.6

a) Es handelt sich um einen Spalttiefpass.

b) Die (dquivalente) Zeitdaver der Impulsantwort ist Az = 0.5 ms. Die dquivalente Bandbreite ist gleich
dem Kehrwert Af = 1/At = 2 kHz.

¢) Day;(?) cosinusformig ist, ist die Amplitude gleich dem Signalwert bei ¢ = 0. Das Ausgangssignal soll
hier iiber die Faltung berechnet werden:

+oc

A =ylt=0)= / zi(7) - h(0— 1) dT.

— O

Beriicksichtigt man die Symmetrie und die zeitliche Begrenzung von (%), so kommt man zum Ergebnis:

+AL?
A = % : / cos(2m fi7) dT.
_At/2

Richtig sind also die Losungsvorschlige 1 und 3.
d) Beim Gleichsignal x((¢) = A, ist /; = 0 zu setzen und man erhdlt Ay =A, =1 V.

Dagegen verschwindet bei den Cosinusfrequenzen f/, = 2 kHz und f; = 4 kHz jeweils das Integral, da

dann genau iiber eine bzw. zwei Periodendauern zu integrieren ist: A, = 0 und A4 = 0.

Im Frequenzbereich entsprechen die hier behandelten Fille:
H(f=0)=1 H(f=Af)=0 H(f=2Af)=0
e) Das Ergebnis von c) lautet unter Berticksichtigung der Symmetrie fiir f; = f7:

At/2
2A; 24, . At g
4, = F : [ cos(27 fy7) dr = o T, : X -HIII[EFIF]T} = A, -si(7 fiAt).
1]
Mit f; - At = 0.5 lautet somit das Ergebnis:
w 24,
A=A - 51[3} = — =0637TV,
Entsprechend erhélt man mit /5 - Az = 1.5:
. 3.": 2-_1.I' '_1] r
Ay = A, .nl(T) =—3-="73 = —0.212V.

Genau zu den gleichen Ergebnissen — aber deutlich schneller — kommt man durch die Anwendung der
Gleichung A; = A, - H(f = f)).

Bereits aus den Grafiken auf der Angabenseite erkennt man, dass das Integral tiber x;(#) im markierten
Bereich positiv und das Integral tiber x3(f) negativ ist. Es ist allerdings anzumerken, dass man im

Allgemeinen als Amplitude meist den Betrag bezeichnet (siehe Hinweis auf der Angabenseite).
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Aufgabe Al.7

a) Die dquivalente Bandbreite Af ist gleich 4(t = 1) = 8 MHz. Dies ist gleichzeitig der Kehrwert der
dquivalenten Impulsdauer At = 125 ns. Auch die Phasenlaufzeit 7 = 250 ns kann direkt aus der Grafik
abgelesen werden.

b) Ohne Beriicksichtigung der Laufzeit ergébe sich ein Cosinussignal mit der Amplitude
A, =1V. e m(BMHz/EMHz)* _ ) 171V
Die Laufzeit bewirkt eine Phasenverschiebung um 37:
y(t) = Ay -cos(2afolt — 7)) = A, - cos(27 fyt — 27 - 6 MHz - 250 ns)
A, cos(2m fot — 3w) = — A, - cos(27 fut).
Der gesuchte Wert ist somit y(¢ = 0) =—0.171 V.
¢) Die Impulsantwort lautet:

I'—T':I'_f

h(t) = harp(t —7) = Af el 5

Da h(t)im Bereich ¢ < 0 stetig zunimmt, tritt der Maximalwert (bei negativen Zeiten) etwa bei ¢t = 0 auf:
h(t=0)=Af. e ™) = Af.e .

Mit h(t = ) = Af erhilt man so:
Emax = €7 223,49 .1075,

d) Wir lassen vorerst die Phasenlaufzeit 7 des zweiten Systems auBer Betracht und berechnen die
Sprungantwort des GauBtiefpasses:

t

1 e 1
UGTP[£}=E-/Q—NH—"~H ar

— O

Nach der Substitution ¢' — u sowie mit dem GauBschen Fehlerintegral ¢(x) erhdlt man

VIt AL

o : , T
nach Substitution: v = — - t'. wobel olr) = — - f e~ 2 Qo
At b(z) e

Unter Berticksichtigung der Laufzeit 7 erhdlt man fiir die gesamte Sprungantwort:

t—T
At )
Der Wert beit = 7 = 250 ns ergibt sich zu ¢(0) = 0.500. Entsprechend erhilt man fiir 7 = 300 ns:

o(t) = ogrel(t — 7) = o(V27 -

allns

o(t = 300 ns) = ogrp(t = 50ns) = o(v27 - )= (1) = 0.841.

125 ns
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.7

a) Die erste Aussage ist zutreffend: Nur fiir ein lineares System kann ein Frequenzgang angegeben
werden. Damit dies hier moglich ist, darf die Nichtlinearitit keine Rolle spielen. Das heif3t, es muss sicher
gestellt sein, dass |x(¢)| nicht grofer als 4 V ist.

Dagegen ist die zweite Aussage nicht zutreffend. Die Bandbreite von H5(f) hat keinen Einfluss darauf, ob
die Nichtlinearitdt elimimiert werden kann oder nicht. Richtig sind also die Antworten 1 und 3.

b) Der erste Gaulltiefpass wird im Frequenzbereich wie folgt beschrieben:

X(f) = W(f) Hi(f) =5V .T.e D7 emrti/any
— 5V.T.e mHTHAR) _ 5y T e TU/AS)?
Hierbei bezeichnet Af, die dquivalente Bandbreite von X(f). Der Signalwert beiz = 0 — gleichzeitig der
Maximalwert des Signals — ist gleich der Spektralfliche; dieser soll nicht grof3er werden als 4 V:
Tmax = Tt =0) =0V . T - Af, <4V,

Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich:

1 . 1 - 1 . E . T? + At? . E
r-Af, 4 T2.Af?2 " 16 T2 16
At3 9 ™ 16 4
F}E = Elﬂ = T:E-ia‘]_[}.-lmn.
Die Kontrollrechnung ergibt:

— _ 1
Aty =4/ T2+ At? = /(04ms)? + (0.3ms)2 =0.5ms = Af, = X 2kHz

= zt=0)=5V.-T-Af, =56V .04ms-2kHz =4V,
¢) Die GauBtiefpésse erfiillen die Bedingung H;(f = 0) = H5(f = 0) = 1. Unter Berticksichtigung der
Verstirkung des zweiten Blocks im linearen Bereich erhdlt man somit fiir die Gesamtverstirkung:

K =2

Fiir die dquivalente Impulsdauer des Gesamtsystems gilt:

|". . 1 II. . . ; 1 2 i 1
Atg = [ At + A" ‘ly"l (0.3 ms)? + ( ) = 0.5ms

| 2.5kHz

1
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Buch: Lineare zitinvariante Systeme Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Musterlosung zur Aufgabe A1.8

a) Beibeiden Tiefpdssen ist das Integral tiber H(f) gleich /1 + /5. Wegen H(f'= 0) = 1 gilt somit auch der
Losungsvorschlag 2:

Af=fit+ fa
b) Setzt man die unter a) gefundene Beziehung in die Definitionsgleichung des Rolloff-Faktors ein, so
erhdlt man

fa—fi=r-Af=2kHz, f:+ fi =10kHz
Durch Addition bzw. Subtraktion beider Gleichungen ergeben sich die so genannten ,,Eckfrequenzen” zu
S 1 =4 kHzund /. 2 =6kHz
c¢) Die erste si-Funktion von Aprp(#) fiihrt zu Nullstellen im Abstand A¢ (siehe auch Gleichung auf der

Angabenseite). Die zweite si-Funktion bewirkt Nullstellen bei Vielfachen von 5 - Az. Da diese exakt mit
den Nullstellen der ersten si-Funktion zusammenfallen, gibt es keine zusitzlichen Nullstellen.

Der Sonderfall» = 0 entspricht dem idealen rechteckformigen Tiefpass mit si-formiger Impulsantwort.
Diese klingt extrem langsam ab. Dagegen fillt die siz—fdrmige Impulsantwort des Dreiecktiefpasses
(Sonderfall fiir » = 1) asymptotisch mit 1/z2 und damit schneller als mit » = 0.2.
Richtig sind somit die Losungsvorschlige 1 und 4.
d) hcrrp(?) weist aufgrund der si-Funktion ebenfalls Nullstellen im Abstand Az auf. Die Cosinusfunktion
hat Nullstellen zu folgenden Zeitpunkten:

cos(m-r-t/At) =0 = r-t/At=+0.5+1.54+25 ..

= /AL =420, £7.0, £12.5, ...
Die Nullstelle des Zahlers beit/At = 2.5 wird allerdings durch den ebenfalls verschwindenden Nenner
zunichte gemacht. Die weiteren Nullstellen bei 7.5, 12.5, usw. bleiben dagegen bestehen.

Auch hier flihrt » = 0 zum Rechtecktiefpass und damit zur si-formigen Impulsantwort. Dagegen klingt die
Impulsantwort des Cosinus—Quadrat—Tiefpasses (Sonderfall fiir » = 1) extrem schnell ab. Dieser wird in
der Zusatzaufgabe 7Z1.8 eingehend untersucht.

Richtig sind hier die Vorschldge 1, 2 und 4.
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Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Buch: Lineare zitinvariante Systeme
Abschnitt: 1.3 Einige systemtheoretische Tiefpassfunktionen

Kapitel: 1 Systemtheoretische Grundlagen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 71.8

a) Aus der ersten Gleichung auf der Angabenseite folgt aufgrund der si-Funktion direkt y(¢ = 0) = 1 und
wt =T) =yt = 2T) = ... = 0. Auch aus der zweiten Gleichung erhidlt man diese Ergebnisse,

beispielsweise

—. 5i(0) - [si(m/2) + si(—7 /2]

= —-.si(n/2) = % : H—Hg?ég} =1.

=
-~
|
=
Qe
Il
T

!

csi(m) - [si(3m/2) + si(w/2)] =0.

N

b) Zur Berechnung dieser Signalwerte ist die zweite Darstellung besser geeignet:

=

ylt =T/2) = 1 -si(m/2) - [silm) + si(0)] .

Mit si(0) = 1 und si(n) = 0 erhdlt man so:

.- T 7 sin(m/2) _
yl:t = Tﬂrﬁ.}} = Ilbl(h': '2} = I : T = (.0.
In analoger Weise ergibt sich fiir = 1.57:
y(t = 1.5T) = % si(37/2) - [si(2m) + si(m)] =0.

Hierbei ist si(t) = si(2m) = 0 berticksichtigt. Zu den Zeitpunkten #/7 = 2.5, 3.5, ... ist y(¢) ebenfalls 0, wie
die nachfolgende Grafik zeigt.

' Nullstellen

AN

.
-

T

¢) Fiir grole Werte von ¢ gilt ndherungsweise (wenn man die ,,1” im Nenner vernachlissigt):

) - sin(w - t/T) -cos(m-t/T)  sin(27 -¢/T)
YW =""F gne g1 = 87 TP

Hierbei ist berticksichtigt, dass sin(a) - cos(a) = sin(2a)/2 ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 10.75 T gilt:
sin(2m - t/T) = sin(21.57) = sin(L.57) = —1.

1
= ylt=10.75T) = ST = 0.32.10~".
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d) Der Empfingerfrequenzgang lautet fir |/ - 7] < 1:

W Hf)  cos*(mfT/2)
Pl = (7 = slmm)

Dieser Funktionsverlaufiist in der Grafik dargestellt. Fiir die gesuchten Stiitzwerte gilt:

. cos?(0)
Hel(f =0) = =1.
o(f =0) sil0) — Ae(D,
| cos?(m/4) T
H.- —_ — [ S [ — 2-2 e —_}
]a[.f ET} _-;i[:ﬁlll-'lg} [\n"/. ! } 2 \
— T =078 1 I roT
1, cos?(m/2)
H ==)= — ="0/0" =0

Bei diesem Ergebnis ist berticksichtigt, dass im gesamten Frequenzbereich H¢(f) > H(f) gilt. Eigentlich

miisste der zuletzt berechnete Wert durch einen Grenziibergang mathematisch—exakt bestimmt werden.
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