Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofien

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

A3.1: cos? - und Dirac-WDF
Die Grafik zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (WDF)
zweier Zufallsgroflen x und y.

Die WDF der Zufallsgrof3e x lautet in analytischer Form:

oy Avcos*(Teox) fiir —2< 1 <2,
folz) = { 0 sonst.

Dagegen besteht die WDF der Zufallsgrof3e y aus insgesamt flinf
Diracfunktionen mit den im Bild unten angegebenen Gewichten.

Betrachtet man diese Zufallsgroen als Momentanwerte zweier
Zufallssignale x(¢) und y(¢), so ist offensichtlich, dass beide
Signale auf den Bereich =2
Betragsmifig groffere Werte kommen nicht vor.

,amplitudenbegrenzt  sind.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff
von Kapitel 2.1 und Kapitel 3.1. Es gilt folgende Gleichung;

/tmf (ax ) dr =

1
— . sin(2azr
+ 1 sin(2az ).

o] =

Jox)
4
21 1 2 x
j}:{r}n
fo.4
02 | 02
01 ‘[ ‘[ r:uTl
21 1 2 ¥

Eine Zusammenfassung der hier behandelten Thematik bietet das folgende Lernvideo:
Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichte funktion (2-tlg: Dauer 5:30 — 6:35)
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

Fragebogen zu ""A3.1: cos? - und Dirac-WDF"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen treffen uneingeschrankt zu?
[ Die ZufallsgroBe x ist wertkontinuierlich.
™ Die ZufallsgroBe y ist wertdiskret.
™ Die ZufallsgroBe y ist gleichzeitig zeitdiskret.

[T Die WDF sagt nichts aus bzgl. ,zeitdiskret/zeitkontinuierlich”.

b) Berechnen Sie den Parameter A der WDF f, (x).

A =

¢) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass x exakt gleich 0 ist?
Pr(x=0) =
d) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass x grofer als O ist?
Pr(x>0) =
e) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass y grofer als 0 ist?
Pr(y > 0) =
f) Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass y betragsmaf3ig kleiner als 1 ist?
Pr(ly| <1) =
g) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass x betragsmafig kleiner als 1 ist?
Pr(lx[<1) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)
Z3.1: Dreieckformige WDF P
Wir betrachten eine kontinuierliche Zufallsgro3e x mit der oben 4 1
skizzierten WDF. Der Minimalwert des Signals ist x,;, = —2V.
Dagegen ist der maximale Wert x ., ein freier Parameter, der
Werte zwischen 2V und 4V annehmen kann. . L .
Die ZufallsgroBe x soll hier als der Momentanwert eines -2V Xy ¥
Zufallssignals aufgefasst werden. Gibt man dieses Signal x(t) auf Ya
einen Amplitudenbegrenzer mit der Kennlinie (siehe untere IV ;
Skizze) |
| | | | -
—2V falls x(t) < =2V, _:'1_, ' ' :'1_, x
y(t) =< z(t) falls — 2V < z(t) < +2V.
+2V falls x(t) = +2V. 2V
so entsteht das Signal y(¢) bzw. die neue Zufallsgrof3e y, die in

den beiden letzten Teilfragen e) und f) betrachtet wird.
Fir die Teilaufgaben a) und b) gelte x,,,, = 2V; fiir alle weiteren Teilaufgaben ist x,,, = 4V zu setzen.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Inhalt von Kapitel 3.1.
Eine Zusammenfassung der hier behandelten Thematik bietet das folgende Lernvideo:

Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichte funktion (2-tlg: Dauer 5:30 — 6:35)
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

Fragebogen zu "'73.1: Dreieckformige WDF"'

a) Es seix,x=2V. Berechnen Sie den Parameter A = /£,(0).

Xmax =2V: A = 1/V

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist |x(¢)| kleiner als x,;,,/2?

Xmax = 2V: Pr(x| <1V) =

¢) Nun gelte x,,,, = 4V. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass x zwischen 1V
und 3V liegt?

Xmax = 4V: Pr(1V<x<3V) =

d) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass x genau gleich 2V ist?

Xmax = 4V: Pr(x=2V) =

e) Es seix,,,=4V. Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[y ist eine kontinuierliche ZufallsgroBe.
[T yist eine diskrete ZufallsgroBe.

[y ist eine gemischt kontinuierlich-diskrete Zufallsgrofe.

f) Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass y genau gleich 2V ist?
Xmax = 4V: Pr(y=2V) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

A3.2: cos?- und Dirac-VTF

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie bei Aufgabe A3.1. Die
WDF der wertkontinuierlichen Zufallsgrofe ist in den Bereichen
Ix| > 2 identisch Null, und im Bereich -2 < x < 2 gilt:

! ).

fulx) = 5 - cos?(
Auch die diskrete Zufallsgrof3e y ist auf den Bereich +2 begrenzt,
wobei folgende Wahrscheinlichkeiten gelten:

Pr(y = 0) = 0.4.

=] =l

Pr(y = +1) = Pr(y = —1) = 0.2,

Pr(y = +2) = Pr(y = -2} =0.1.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Inhalt von
Kapitel 3.2. Gegeben ist hierzu die folgende Gleichung;

[['ll‘ij(&.}'} dr =

1
. Ly .
+ sin(2ax ).

ro| B

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.2 Verteilungsfunktion (VTF)
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Eine Zusammenfassung der hier behandelten Thematik bietet das folgende Lernvideo:
Zusammenhang zwischen WDF und VTF (2-teilig: Dauer 6:40 — 3:20)
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.2 Verteilungsfunktion (VTF)

Fragebogen zu ""A3.2: cos?- und Dirac-VTF"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind fiir die Verteilungsfunktion F,(r) der
wertkontinuierlichen Zufallsgrof3e x richtig?

[~ Die VTF ist fiir alle Werte » < —2 identisch 0.
[T Die VTF ist fiir alle Werte r > 2 identisch 1.

[~ Der Verlauf von F,(r) ist monoton steigend.

b) Welche der nachfolgenden Aussagen sind fiir die Verteilungsfunktion F),(r) der
wertdiskreten Zufallsgrof3e y richtig?

[~ Die VTF ist fiir alle Werte » < —2 identisch 0.
[~ Die VTF ist fiir alle Werte 7 > 2 identisch 1.

I~ Der Verlauf von F,(r) ist monoton steigend.

c) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F,(r). Beschranken Sie sich hier auf den
Bereich 0 < r < 2. Welcher Wert ergibt sich fiir » = 1?

F,(r=1) =

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen F,(r) und F,(-r)? Geben Sie den
VTF-Wert fiir —1 ein.

F.(r=-1) =

e) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass x betragsmifig kleiner als 1 ist.
Vergleichen Sie das Resultat mit dem Ergebnis von Aufgabe 3.1(g).

Pr(lx| <1) =

f) Welchen Wert erhilt man fiir die Verteilungsfunktion der diskreten Zufallsgrof3e
y ander Stelle » = 0?

Fy(r= 0) =

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 6/42 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.2 Verteilungsfunktion (VTF)

Z3.2: Zusammenhang WDF/VTF
Gegeben ist die Zufallsgrofle x mit der Verteilungsfunktion

N 0.25.¢*  firr <0, 1T
Fudr) = { 1—0.25. e firr > 0. - /-

Diese Funktion ist rechts dargestellt. Es ist zu erkennen, dass an der

AF (1)

Sprungstelle 7 = 0 der rechtsseitige Grenzwert giiltig ist.
L0225

¥

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Inhalt von Kapitel 3.1 und Kapitel 3.2. Eine
Zusammenfassung der hier behandelten Thematik bietet das folgende Lernvideo:

Zusammenhang zwischen WDF und VTF (2-teilig: Dauer 6:40 — 3:20)
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.2 Verteilungsfunktion (VTF)

Fragebogen zu "'73.2: Zusammenhang WDF/VTF"

a) Welche Figenschaften einer Verteilungsfunktion (VTF) gelten allgemein, also
nicht nur bei diesem konkreten Beispiel?

I~ Die VTF steigt von 0 auf 1 zumindest schwach monoton an.

[~ Die F,(r)-Werte 0 und 1 sind fiir endliche 7-Werte moglich.

Ein horizontaler Abschnitt weist darauf hin, dass in diesem Bereich

-
die Zufallsgrofle keine Anteile besitzt.

™ Vertikale Abschnitte sind méglich.

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass x positiv ist?
Pr(x>0) =

¢) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass |x| groBer ist als 0.5?
Pr (x| > 0.5) =

d) Geben Sie die zugehorige WDF f,(x) allgemein und den Wert fiir x = 1 an.

Silx=1) =

e) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeiten, dass x genau gleich 1 ist?

Prix=1) =
f) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeiten, dass x genau gleich 0O ist?
Pr(x=0) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

A3.3: Momente bei cos>-WDF

Wie in Aufgabe A3.1 und Aufgabe A3.2 betrachten wir die auf
den Wertebereich von —2 bis +2 beschrdnkte ZufallsgroBe x mit
folgender WDF in diesem Abschnitt:

.
falz) = o cos™(m/4 - z).

Daneben betrachten wir eine zweite Zufallsgrof3e y, die nur Werte
zwischen 0 und 2 mit folgender WDF liefert:

fuly) =sin®(z /2. ).
Beide Dichtefunktionen sind in der Grafik abgebildet.

AuBlerhalb der Bereiche -2 <x < +2 bzw. 0 <y < 2 gilt jeweils
J(x) = 0 bzw. fy(y) = (. Weiter ist anzumerken, dass die beiden

ZufallsgrofBen als (normierte) Momentanwerte der zugehorigen
Zufallssignale x(¢) bzw. y(t) aufgefasst werden kdnnen.

Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente

Jx)

(o

L 2

1 2 X
S0
F 9
11
v 1 L 2 )

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Inhalt von Kapitel 3.3. Fiir die Losung dieser

Aufgabe konnen Sie das folgende unbestimmte Integral benutzen:
2 2

/.rf ccos(ax)dr = E—Jj -cos(az ) + (— — =) - sinfaz).

e a a3
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente

Fragebogen zu ""A3.3: Momente bei cos>-WDF"

a) Welche der folgenden Aussagen treffen bei jeder beliebigen WDF f,(x) fiir m;:

linearer Mittelwert, m,: quadratischer Mittelwert und 0% Varianz zu?
my= 0, falls mip # 0.
my= 0, falls my = 0.

m1=0, ﬁ:l]]sm2=0.

O O O 0O

my > 02, falls n # 0.
I~ my =0, falls f(=x) = fx).
™ /=0 =/x), fallsm; =0.

b) Wie grof3 ist der Gleichanteil (lineare Mittelwert) des Signals x(¢)?

m, =

¢) Wie grof3 ist der Effektivwert des Signals x(¢)?

O, =

d) Die Zufallsgrofe y Iasst sich aus x ableiten. Welche Zuordnung gilt?

C y=1+x/2
C y=2x
C y=x/2-1

e) Wie grof3 ist der Gleichanteil des Signals y(¢)?
”5/ =
f) Wie groB3 ist der Effektivwert des Signals y(¢)?

O'y:
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

7Z3.3: Momente bei Dreieck-WDF

Wir betrachten in dieser Aufgabe zwei Zufallssignale x(¢) und y(?)
mit jeweils dreieckformiger WDF, ndmlich die

e cinseitige Dreieck-WDF (siehe obere Grafik):

v 051 —a/d) fiw0d<x<d,
Jo(z) = { 0 sonst.

e zweiseitige Dreieck-WDF (siehe untere Grafik):

025 (1— |yl/4) fir—4 <y <4,
fuly) = { 0 sonst.

Beriicksichtigen Sie zur Losung dieser Aufgabe die Gleichung fiir
die Zentralmomente:

L.

ki L

= Z (H) - (—my )FR
w=0

Im Einzelnen ergeben sich hierflir

.J .
=0, pa=mg—mi, jp3=mz—3-mg-my+2- mj,

)
g =mg—4-mz-my+6-mg-mé—3.mj.

Aus den Zentralmomenten hoherer Ordnung kann man unter anderem ableiten:

e die Charliersche Schiefe:

o die Kurtosis K:

_ b
s

K

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente

£,

0.5

L)

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff von Kapitel 3.3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente

Fragebogen zu "'73.3: Momente bei Dreieck-WDF"

a) Berechnen Sie aus der vorliegenden WDF f,(x) das Moment k-ter Ordnung
(my). Welcher Wert ergibt sich fiir den linearen Mittelwert m, = m;?

m, =

b) Wie groB sind der quadratische Mittelwert und die Streuung o,

Oy =

) Wie groB ist bei der ZufallsgroBe x die Charliersche Schiefe S, = y3/0>? Warum
ist dieser Wert ungleich 0?

Sy =

d) Welche Aussagen treffen flir die symmetrisch verteilte Zufallsgro3e y zu?

[~ Alle Momente m; mit ungeradzahligem k sind 0.
[~ Alle Momente m; mit geradzahligem k sind 0.
[~ Alle Momente m; mit geradem k sind wie in a) berechnet.

[~ Die Zentralmomente ;. sind gleich den Momenten .

e) Berechnen Sie die Streuung der Zufallsgrof3e y.

0'y=

f) Welcher Wert ergibt sich fiir die Kurtosis K, der Zufallsgr68e y? Interpretieren
Sie das Ergebnis.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente
A3.4: Charakteristische Funktion 10
¥
Gegeben seien hier die drei ZufallsgréBenx, y und z durch 0=
ihre jeweiligen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen: )

e Uber die ZufallsgroBe x ist nichts weiter bekannt: Diese — | -
kann sowohl eine diskrete als auch eine kontinuierliche | -* -2 -1 2 3 )
ZufallsgroBe sein und eine beliebige WDF f,(x) £
besitzen. Der Mittelwert ist allgemein gleich m,.. "

&

e Die Zufallsgroe y kann nur Werte im Bereich von 1 /_ _\
bis 3 mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen = , H h —
Mittelwert m,, = 2. & i @ b L

¢ Die Zufallsgrof3e z besitzt die folgende charakteristische Funktion:
CL(£2) = si(342) - si(202).
Daneben wird noch der qualitative Verlauf der WDF f(z) entsprechend der blauen Skizze als
bekannt vorausgesetzt. Zu bestimmen sind die WDF-Parameter a, b und c.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 3.3 — Seite 5. Die charakteristische Funktion einer
zwischen +a gleichverteilten Zufallsgro3e z lautet:

C.(2) =si(af?) mit si(z) =sin(z)/z.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.3 Erwartungswerte und Momente

Fragebogen zu "' A3.4: Charakteristische Funktion"

a) Welche Aussagen sind beziiglich der charakteristischen Funktion C,(€2) stets —
also bei beliebiger WDF — giiltig?

[~ C(R) ist die Fouriertransformierte von f,(x).
[~ Der Realteil von C,(£2) ist eine gerade Funktion in £2.
[~ Der Imagiirteil von C,(£2) ist eine ungerade Funktion in £2.

[~ Der Wert an der Stelle Q2 = 0 ist stets 1.

[~ Beimittelwertfreier Zufallsgroe (m, = 0) ist C,(£2) stets reell

b) Berechnen Sie die charakteristische Funktion C,(¢2). Wie grof sind Real- und
Imagindrteil bei 2 = 7 /2?
Re[C\(2 =7/2)] =

Im[C(2 = 7/2)]

c) Bestimmen Sie die Kenngrofen a, b und ¢ der WDF f; (2):

a =

b =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.4 Gleichverteilte Zufallsgrofie

A3.5: Dreieck- und Trapezsignal ®
Wir gehen vom Rechtecksignal x(¢) gemidl3 dem oberen
Bild aus. Die Amplitudenwerte sind 0V und 2V, die Dauver | IV

eines Rechtecks sowie der Abstand zweier aufeinander

folgender Rechteckimpulse seien jeweils gleich 7. Die

ZufallsgroBle x — der Momentanwert des Rechtecksignals

EI_
- ¥
k~

x(t) — hat somit folgende Kennwerte: m, = g, = 1V. 1 * 3 4 5

Gibt man nun dieses Signal auf ein lineares Filter mit der ,1-’1'[’7:
Impulsantwort

h,[t}:{ T fir0<t<T

:1":" —_

( sonst

so ergbt sich an dessem Ausgang entsprechend der I
Faltung das Dreiecksignal y1(¢) = x(¢) * hy(f) mit

Py =

-
i+
T
i
n
E -
- Y
~

e den Minimalwerten OV (beit = 0, 27, 47, ...),
¢ den Maximalwerten 2V (beit = T, 37T, 57, ...).

Bei diesem Tiefpassfilter handelt es sich also um einen

Integrator tiber die Zeitdauer 7.

Legt man dagegen das Rechtecksignal x(¢) an den Eingang eines Filters mit der Impulsantwort

iy~ { YT fir0<t<7/2
2 0 sonst

so ergibt sich das unten dargestellte trapezformige Signal y,(f) = x(¢) * hy(¢). Dieses zweite Filter wirkt
somit als ein Integrator iiber die Zeitdauer 7/2.
Anzumerken ist, dass fiir die zugehorigen Frequenzgange H,(f = 0) = 1 bzw. Hy(f= 0) = 0.5 gilt.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff von Kapitel 3.4.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.4 Gleichverteilte Zufallsgrofie

Fragebogen zu ""A3.5: Dreieck- und Trapezsignal"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[y ist eine kontinuierliche ZufallsgroS3e.
[~ »; besitzt eine dreieckformige WDEF.
[y, ist gleichverteilt.

[~ », hat kontinuierliche und diskrete Anteile.

b) Wie groB ist der Gleichanteil des Signals y;(¢)? Uberpriifen Sie diesen Wert auch
anhand der GroBen m,, und H;(f = 0).

My, = \

c) Bestimmen Sie die Leistung des Signals y;(¢) durch Zeitmittelung.

PJ’1 - V2

d) Berechnen Sie die Leistung P),; auch aus der hier vorliegenden WDF. Wie grof3
ist der Effektivwert des Signals y;(7)?

Oy, = \%

e) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass y;(?) gro3er als 0.75 V ist?

Pr(y; > 0.75V) =

f) Ermitteln Sie die WDF des Signals y,(f) und skizzieren Sie diese. Geben Sie zur
Kontrolle den WDF-Wert an der Stelle y, = 0.5 V ein.

5,02 =0.5V) = v

g) Wie groB ist der Gleichanteil des Signals y,(¢)? Uberpriifen Sie diesen Wert
anhand der GroBen m,, und Hy(f = 0).

My, = \4

h) Wie grof} ist der Effektivwert des Signals y,(?)?

Oy, ~ \Y%

i) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass y,(?) groB3er als 0.75 V ist?

Pl'(yz > 0.75V) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

Z3.5: Antennengebiete

Wir betrachten zunichst — wie im oberen Bild skizziert — eine
Empfangsantenne, die ein kreisformiges Gebiet K versorgt. Es
wird hierbei vorausgesetzt, dass die Antenne ,,K”’ alle unter
unterschiedlichen Winkeln o einfallenden Signale gleich gut
detektieren kann. Entsprechend der Skizze bezieht sich der
Winkel a auf die x-Achse. Der Wert a = 0 bedeutet demnach,
dass sich das Signal in Richtung der negativen x- Achse auf die
Antenne zu bewegt.

Der Wertebereich des Einfallswinkels o betrdgt mit dieser
Definition — < o < +7.

Weiter setzen wir voraus, dass sich sehr viele Teilnehmer im
Versorgungsgebiet authalten und dass deren Positionen (x, y)
,Statistisch” iber das Gebiet K verteilt sind.

Ab der Teilaufgabe e) gehen wir von dem unten skizzierten
Versorgungsgebiet G aus. Wegen eines Hindernisses muss nun
die x-Koordinate aller Teilnehmer stets grofler als —R/2 sein.
Im nun nicht mehr kreisférmigen Versorgungsgebiet G seien die
Teilnehmer wieder , statistisch verteilt”.

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.4 Gleichverteilte Zufallsgrofie
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Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den Lehrstoff von Kapitel 3.4.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.4 Gleichverteilte Zufallsgrofie

Fragebogen zu ''Z3.5: Antennengebiete"

a) Wie lautet die WDF f,(a)? Welcher Wert ergibt sich fiir o = 0?

Jo@=0) =

b) Welche der beiden Aussagen ist richtig? Beachten Sie insbesondere auch den
unsymmetrischen Definitionsbereich von —1 < o < +7t.

€ Der Erwartungswert E[a] ist 0.

€ Der Erwartungswert E[o] ist ungleich 0.

c) Welcher Wert ergibt sich fiir die Streuung der Zufallsgrof3e a?

Oq —

d) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Antenne einen Teilnehmer unter
einem Winkel zwischen —45° und +45° ortet?

Pr(-m/4 < a < +n/4) =

e) Nun betrachten wir das untere Versorgungsgebiet G. In welchem Bereich
—0y < a < +ay hat diese WDF f,(«) einen konstanten Wert?

ay = rad

f) Welche Aussagen sind hinsichtlich f,(e) im Bereich |o] > o giiltig?
[T Die WDF hat ,auflen” den gleichen Verlauf wie ,,innen”.
[~ Die WDF ist hier 0.
[” Die WDF fillt in diesem Bereich zu den Réandern hin ab.

[T Die WDF steigt in diesem Bereich zu den Randern hin an.

g) Berechnen Sie fiir das Gebiet G die Wahrscheinlichkeit, dass die Antenne einen
Teilnehmer unter einem Winkel zwischen +45° ortet. Interpretation.

Pr(-n/4 <a <+m/4) =

h) Wie grof3 ist nun der WDF-Wert an der Stelle o = 0?
Jol@=0) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

A3.6: Verrauschtes Gleichsignal

Ein Gleichsignal s(¢f) = 2V wird durch ein Rauschsignal n(¢)
additiv iiberlagert. Im oberen Bild sehen Sie einen Ausschnitt
des Summensignals

r(t) = s(t) +nlt).

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (kurz WDF) des
Signals x(¢) ist im unteren Bild dargestellt. Die (auf den
Widerstand 1 Q bezogene) Gesamtleistung dieses Signals

betrigt P, =5 V2.
Verwenden Sie zur Losung das komplementdre Gau3sche

Fehlerintegral Q(x). Nachfolgend finden Sie einige Werte
dieser monoton abfallenden Funktion:

Q(0) =0.5. Q1) = 0.1587.
Q(2) = 0.0227, Q(3) = 0.0013,

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.5 GauBverteilte Zufallsgrofie

x(#)
AY
T =r
Jx) .
— : .
2V *

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff von Kapitel 3.5.
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

Fragebogen zu '"A3.6: Verrauschtes Gleichsignal"

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.5 GauBverteilte Zufallsgrofie

™ Das Nutzsignal s(7) ist gleichverteilt.

™ Das Rauschsignal n(¢) ist gauBverteilt.

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ Das Rauschsignal n(#) hat einen Mittelwert m,, # 0.

[~ Das Gesamtsignal x(¢) ist gauBverteilt mit Mittelwert m, =2 V.

b) Berechnen Sie die Standardabweichung (Streuung) des Signals x (7).

oy = \Y

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass x(#) kleiner als 0 V ist?
Pr(x<0V) = %

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass x(¢) groBer als 4 V ist?
Pr(x>4V) = %

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt x(¢) zwischen 3 V und 4 V?
Pr3V<x<4V) = %
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Kontinuierliche ZufallsgroBen Abschnitt: 3.5 GauBverteilte ZufallsgroBe
Z3.6: Priifungskorrektur . v o
An einer Priiffung an der TU Miinchen haben 1000 0 0.5000 0.5000
Studentinnen und Studenten teilgenommen. Die maximal 0. 0.5792 0.4207
erreichbare Punktzahl betrug 100. Aufgrund der relativ 0.4 0.6554 0.3446
groBen Teilnehmerzahl ergibt sich fiir die erreichte Punktzahl 0.6 0.7257 0.2742
— dies sei die ZufallsgroBe z — mit guter Nédherung eine 0.8 0.7881 0.2118
GauBverteilung (,,Normalverteilung”) mit Mittelwert 7, = 60 1.0 0.8413 0.1586
und Streuung (Standardabweichung) o, = 10. Der beste 12 0.8849 0.1150
14 0.0192 0.0807
Student erreichte 88 Punkte. " 00952 05T
Bei der Korrektur wurden nicht nur ganze Punktezahlen 1.8 0.9640 0.0359
vergeben, sondern auch (beliebige) Zwischenwerte, so dass 20 0.9772 0.0227
man die ZufallsgroBe z mit guter Naherung als 2.2 0.9860 0.0139
,kontinuierlich” auffassen kann. 2.4 0.9918 0.0081
Die Priifungsordnung sieht folgende Noten vor: 26 0.9953 0.0045
2.3 0.9974 0.0025
1.0,1.3,1.7, 2.0, 2.3, 2.7, 3.0, 3.3, 3.7, 4.0, 4.3, 4.7, 5.0. 0 9958 0003

Ab der Note 4.0 gilt die Priifung als bestanden.
Fiir die Bewertung wurden als Richtlinien vorgegeben:

e Auch mit 6 Punkten weniger als der Beste (also ab 82 Punkten) soll man 1.0 bekommen.
¢ Hat man 46% der Gesamtpunktzahl erreicht, so hat man die Priifung bestanden.
¢ Die Punkte/Noten-Zuordnung soll linear erfolgen.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff von Kapitel 3.5.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.5

Fragebogen zu "'73.6: Priifungskorrektur"

GauBlverteilte Zufallsgrofie

a) Welche Kriterien sind bei der Aufgabenerstellung unbedingt zu beachten, damit
die Punktezahl anndihernd eine Normalverteilung ergeben wird?

" Es gibt viele Priifungsteilnehmer.
I Die Teilaufgaben hingen in starkem Malle voneinander ab.
" Es gibt viele unabhiingige Aufgaben.

[ Die Priifung besteht aus einer Frage mit Ja/Nein- Antwort.

b) Wieviele Teilnehmer werden voraussichtlich mit ,,1.0° abschlieen?

Nip =

c) Wieviele Teinehmer werden wohl nicht bestehen? Beriicksichtigen Sie, dass z
als eine kontinuierliche Zufallsgrof3e aufgefasst werden kann.

Nys3 .50 =

d) Legen Sie die Punkte/Noten—Zuordnung fest. Ab wann bekommt man eine
,3.0°? Wieviele Priifungsteilnehmer werden diese Note erhalten?

N3o =

e) Wieviele Teilnehmer erhalten voraussichtlich die Note ,,2.7°? Begriinden Sie,
warum genau so viele Priiflinge die Note ,,3.3“ bekommen werden.

Ny7 =

f) Welche Mittelnote wird sich bei dieser Priifung ergeben? Beriicksichtigen Sie zur
Losung dieser Teilaufgabe das Ergebnis von (e).

Mittelnote =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.5 GauBverteilte Zufallsgrofie

A3.7: Bitfehlerquote (BER)

Wir betrachten ein bindres Ubertragungssystem mit i\ <G> | Binires Ry
# T m ) o u. I.al E
e der Quellensymbolfolge (g, und Quelle eriragungs Sinke

sysiem
e der Sinkensymbolfolge (v, ).

Stimmen Sinkensymbol v, und Quellensymbol g,, nicht

— K tor (=
tiberein, so liegt ein Bitfehler (e, = 1) vor. Ansonsten fmparator

gilt e, = 0. l

(e,

Wichtigstes  Beurteilungskriterium  eines  solchen
Digitalsystems  ist  die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
(englisch: Bit Error Probability).

Mit dem Erwartungswert E[ ... ] ist diese ist wie folgt definiert:
1 -
pr = E[Pr(v, # ¢,)] = E[Pr(e, = 1)] = lim — Z Pr(e, = 1).

J"Ir — J".q'l

=1

Der rechte Teil dieser Gleichung beschreibt eine Zeitmittelung und muss z. B. bei zeitvarianten Kandlen
stets angewandt werden. Ist dagegen die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir alle Symbole gleich (was hier
vorausgesetzt werden soll), so kann man obige Gleichung wie folgt vereinfachen:

pr = E[Pr(e, = 1)] = E[e,].

Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist eine A-priori-Kenngréf3e, erlaubt also eine Vorhersage flir das zu
erwartende Resultat. Dagegen muss zur messtechnischen Ermitthing der Ubertragungsqualitit oder bei
der Systemsimulation auf  die vergleichbare A-posteriori-Kenngro3e Bitfehlerquote
(englisch: Bit Error Rate) iibergegangen werden:

e 1
hp = NN Zf-p-

Diese ist eine relative Haufigkeit, wobei ng die Anzahl der aufgetretenen Bitfehler angibt, wenn insgesamt
N Symbole (Bit) tibertragen wurden.
Im Grenzfall N — oo stimmt die relative Héufigkeit g mit der Wahrscheinlichkeit pg tiberein. Hier soll

nun die Frage geklart werden, mit welcher statistischen Unsicherheit bei endlichem N gerechnet werden

muss.
Losen Sie die Aufgaben so weit wie moglich allgemein. Verwenden Sie zur Kontrolleingabe die
Parameterwerte pg = 1073 wnd N = 10°. Nachfolgend finden Sie einige Werte der sogenannten Q-
Funktion:

Q(1.00) = 0.159.  Q(1.65) =0.050. Q(1.96) =0.025. Q(2.59) = 0.005.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Lehrstoff von Kapitel 3.5.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.5 GauBverteilte Zufallsgrofie

Fragebogen zu "' A3.7: Bitfehlerquote (BER)"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ Fir ng sind alle Werte (0, ... , N) gleichwahrscheinlich.

[~ Die ZufallsgroBe ny ist binomialverteilt.

[~ Mit pg =107 und N = 10° ergibt sich E[ng] = 100.

b) Wie grof} ist die Streuung der Zufallsgrof3e ng fiir pg = 103 und N = 10%?

OnB =

c) Welche Werte kann die Bitfehlerquote g annehmen? Zeigen Sie, dass der
Mittelwert myp gleich der tatsdchlichen Fehlerwahrscheinlichkeit pg ist. Wie

grof} ist deren Streuung?

OnB =

d) Unter gewissen Voraussetzungen kann eine binomialverteilte Zufallsgro3e durch
eine Gau3verteilung mit gleichem Mittelwert (,5) und gleicher Streuung (oy,p)

angendhert werden. Welche Aussage ist zutreffend?
I~ Pr(hg—ppl<e)=1-2-Qe/oyp).

I~ Pr(hg—ppl<e)=1-Q(2 - eloyp).

e) Zur Abkirzung verwenden wir das Konfidenzniveau p, = Pr(jhg —pg| <é).

Welcher Wert ergibt sich fiir p, mit € = 1074, PR= 103 und N = 10°?

P —

f) Das Argument der Q—Funktion sei . Wie gro3 muss o mindestens gewahit
werden, damit das Konfidenzniveau p, = 95% betragt?

a =

8 Es gelte weiterhin pg = 1073 und Pe = 95%. Uber wie viele Symbole muss man
mindestens mitteln, damit die ermittelte Bitfehlerquote im Bereich zwischen 0.9 -
103 und 1.1 - 1073 liegt (¢ = 104, 10% vom Sollwert)?

Nmi:
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgroen

Z3.7: Error Performance

Jeder Betreiber von ISDN-Systemen muss gewisse
Mindestanforderungen hinsichtlich der Bitfehlerquote
(BER) einhalten, die zum Beispiel in der CCITT-
Empfehlung G.821 unter dem Namen Error
Performance spezifiziert sind.

Rechts sehen Sie einen Auszug aus dieser
Empfehlung. Diese besagt unter Anderem, dass —
tber eine ausreichend lange Zeit gemittelt —
mindestens 99.8% aller Einsekunden-Intervalle eine

Bitfehlerquote kleiner 1073 (ein Promille) aufiveisen
mussen.

Bei einer Bitrate von 64 kbit/s entspricht dies der
Bedingung, dass in einer Sekunde (und somit bei
N = 64000 {iibertragenen Symbolen) nicht mehr als
64 Bitfehler auftreten diirfen:

Pr(f < 64) = 0.998,

Gehen Sie fiir die ersten drei Teilaufgaben stets von

der Bitfehlerwahrscheinlichkeit p = 107> aus. In der
gesamten Aufgabe gelte N = 64000.

In der Aufgabe A3.7 wurde darauf hingewiesen,
dass unter gewissen Bedingungen — die hier alle

diese Naherung bei Punkt (d).

DIGITAL

ano
the 5t

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.5 GauBverteilte ZufallsgrofSe

1 the firhare

an Imtegrate

erflillt sind — die Binomialverteiling durch eine
GauBverteilung mit gleichem Mittelwert und gleicher Streuung approximiert werden kann. Verwenden Sie

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den Lehrstoff von Kapitel 3.5.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.5 GauBverteilte Zufallsgrofie

Fragebogen zu "'Z3.7: Error Performance"

a) Welche der folgenden Aussagen treffen hinsichtlich der Zufallsgro3e f zu?
[ Die ZufallsgroBe fist binomialverteilt.

™ fkann durch eine Poissonverteilung angenahert werden.

b) Welcher Wert ergibt sich fiir den Mittelwert der Zufallsgrof3e f?

Mf:

c) Wie groB3 ist die Streuung? Verwenden Sie geeignete Ndherungen.

O'f:

d) Berechnen Sie Wahrscheinlichkeit, dass nicht mehr als 64 Bitfehler auftreten.
Verwenden Sie hierzu die GauSndherung,

Pr(f< 64) =

e) Wie grofl darf die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg hdchstens sein, damit die

Bedingung ,Nur in hochstens 0.2% der Einsekunden-Intervalle 64 (oder mehr)
Bitfehler” eingehalten werden kann? Es gilt Q(2.9) = 0.002.

PB,max ~
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

A3.8: Verstarkung und Begrenzung

Wir  betrachtenein  Zufallssignal x(¢f) mit symmetrischer
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion:

fl(f} = 4. [\—j |J|

Dieses Signal wird an den Eingang einer Nichtlinearitit mit
der Kennlinie (siehe unteres Bild)

0 fir = < 0.
y=+<¢ 2z fir 0<x < 0.0
1 fiir ® = (L5
angelegt. Das Ausgangssignal wird mit y(¢) bezeichnet.

Diese unten skizzierte Kennlinie begrenzt die GréBe x am
Eingang asymmetrisch und verstirkt sie im linearen Bereich.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

Jx)

Grundlagen von Kapitel 3.6. Gegeben ist das folgende bestimmte Integral:

_ 7!
/ e eem ™ dr = —.
Jo a
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

Fragebogen zu "' A3.8: Verstirkung und Begrenzung"

a) Berechnen Sie den Funktionswert A = f,(0) der WDF an der Stelle x = 0.

A =

b) Berechnen Sie die Momente m;. der Zufallsgrofle x. Begriinden Sie, dass alle
Momente mit ungeradem Index null sind. Wie grof} ist die Streuung?

O, =

¢) Welcher Wert ergibt sich fiir die Kurtosis der Zufallsgrof3e x?

K, =

d) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass x den Wert 0.5 {iberschreitet?

Pr(x>0.5) =

e) Welche der folgenden Aussagen sind beziiglich der WDF f),(v) zutreffend?

" Die WDF beinhaltet eine Diracfunktion beiy = 0.
[~ Die WDF beinhaltet eine Diracfunktion beiy = 0.5.

" Die WDF beinhaltet eine Diracfinktion beiy = 1.

f) Wie lautet der kontinuierliche Anteil der WDF f)(v)? Welcher Wert ergibt sich
fir y =0.5?

£=05) =

g) Wie grof ist der Mittelwert der begrenzten und verstirkten Zufallsgrof3e y?

m, =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

73.8: Kreis(ring)flache

Wir betrachten unterschiedlich gro3e Kreise. Der Radius 7 und
die Fliche A lassen sich als ZufallsgrofSen auffassen. Es wird
vorausgesetzt, dass der Radius auf den Bereich 6 <r<8
beschrdnkt ist.

Im oberen Bild ist der Bereich, in dem solche Kreise (alle mit
Mittelpunkt im Koordinatenursprung) liegen konnen, gelb
markiert. Weiterhin kann davon ausgegangen werden, dass
der Radius in diesem Intervall gleichverteilt ist:

£r) _{ 0.5 fiir 6<r<8,

- ( sonst.
Ab der Teilaufgabe (e) werden schmale Kreisringe mit dem
Mittelradius  und der Breite b betrachtet (unteres Bild). Die
Fliche eines solchen Kreisrings wird mit R bezeichnet. Die

moglichen Mittelradien » seien wieder gleichverteilt zwischen 6
und 8, und die Kreisringbreite betrdgt b = 0.1.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Theorieseite
Transformation von ZufallsgroBBen im Kapitel 3.6.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

Fragebogen zu "'73.8: Kreis(ring)fliche"

a) Geben Sie die Transformationskennlinie A = g(7) analytisch an. Wie grof3 ist der
Minimalwert der Zufallsgrof3e A?

Amin

b) Wie grof3 ist der Maximalwert der Zufallsgrof3e A?

Amax_

c) Welcher Wert m = E[A] ergibt sich fiir die ,mittlere” Kreisflache?

my =

d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsgrofle A. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Fliche A grofer als 150 ist?

Pr(A > 150) =

e) Welche WDF besitzt die Zufallsgrole R (Fliche der Kreisringe gemidl3 der
unteren Skizze)? Wie grof3 ist deren Minimalwert? Es gelte b = 0.1.

b=0.1: R, =

f) Welchen Maximalwert besitzt die Zufallsgroe R?

b=0.1: R, =

g2) Wie grof} ist der Erwartungswert der Zufallsgrof3e R?

b=0.1: E[R] =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

A3.9: Kennlinie fiir Cosinus-WDF

Gesucht ist eine stetige, monoton steigende nichtlineare
Kennlinie y = g(x), die aus einer zwischen —1 und +1
gleichverteilten Zufallsgrofle x eine neue Zufallsgrofle y mit
cosinusformiger WDF generiert:

| =

.f:!r(yj' = A cos( rf}

]

Die Zufallsgrof3e y kann ebenfalls nur Werte zwischen —1 und
+1 annehmen. Die beiden Dichtefunktionen f,(x) und f,,(v)

sind nebenstehend skizziert.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen
Grundlagen von Kapitel 3.6.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

j';{l }JL
ns
-1 +1 g X
j}: (} r}.ﬂ.
¥ a0 )
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

Fragebogen zu "' A3.9: Kennlinie fiir Cosinus-WDF"'

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?
™ AuBerhalb des Bereichs —1 < x < +1 kann g(x) beliebig sein.
™ Die Kennlinie muss symmetrisch um x = 0 sein: g(—x) = g(x).

" Die Zufallsgrofle y hat eine kleinere Varianz als x.

b) Berechnen Sie den jj,(y)—Wert beiy=0:A= fy(O).

A =

c) Bestimmen Sie die Steigung 4'(y) der Umkehrfunktionx = A(y), wobei im
Bereich |y| < 1 stets 4'(y) > 0 gelten soll? Welche Steigung gilt beiy = 0?

Ry =0) =

d) Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus ¢) den Funktionsverlaufx = A(y) unter der
Nebenbedingung 4(0) = 0. Welcher Wert ergibt sich fiir y = 1?

hy=1) =

e) Ermitteln Sie den Funktionsverlaufy = g(x) der gesuchten Kennlinie. Welcher
Funktionswert ergibt sich an der Stelle x = 1?

gx=1) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 3 Kontinuierliche Zufallsgrofen

7Z3.9: Sinustransformation

Wir betrachten in dieser Aufgabe eine Zufallsgrofie x mit sin®-
formiger WDF im Bereich zwischen 0 und 2 (auBerhalb ist die
WDF identisch 0):

folx) = sin(

| =

_ . 1) fir 0 <o < 2,

Mittelwert und Streuung dieser Zufallsgrofle x wurden bereits in
der Aufgabe A3.3 ermittelt:

m, = 1. a, = 0.36].

Fine weitere Zufallsgrofe y erhdlt man durch Transformation
mittels der nichtlinearen Kennlinie

e3| =

y = g(x) = sin(= - z).

Die Abbildung zeigt oben die WDF f,(x) und unten die
nichtlineare Kennlinie y = g(x) im Bereich 0 < x < 2.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 3.6 Exponentialverteilte ZufallsgrofSen

Jx)
J_ 4L
T -
0 2 X
Ya
1+ ¥y =gx)
0 7 X

Hinweis: Die Aufgabe basiert auf den theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.3 und bezieht sich auch

auf Kapitel 3.6, Seite 2. Vorgegeben sind die beiden unbestimmten Integrale:

[51113(&:'} dr = i .cos”(ax) — 1 cos(ar ).

i ]

32a

3 1 1
I/:;iu'[.:u') dz = ST sin(2azx) + s=— - sin(4az).
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Fragebogen zu ''73.9: Sinustransformation"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?
I yist auf den Wertbereich 0 < y < 1 begrenzt.
™ yist auf den Wertbereich 0 < y < 1 begrenzt.

I~ Der Mittelwert m,, ist kleiner als der Mittelwert 1,

b) Berechnen Sie den Mittelwert der Zufallsgrof3e y.

m, =

¢) Berechnen Sie den quadratischen Mittelwert von y und die Streuung,

O'y:

d) Berechnen Sie die WDF f(y) . Hinweis: Symmetrieeigenschaften beachten.
Welcher WDF—Wert ergibt sich fiir y = 0.6?

£0=06) =

e) Welcher WDEF-Wert ergibt sich fiir y = 1? Interpretieren Sie das Ergebnis. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass y exakt gleich 1 ist?

Pr(y=1) -
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A3.10: Rayleighfading
Hiufig beschreibt man ein Bandpassiibertragungssystem im

3 :"‘{n

sogenannten dquivalenten Tiefpassbereich. Diese Darstellung
flihrt zu einem komplexen Signal (vgl. Buch 1, Kapitel 4): f
(1) = 2(t) + - y (1)

Der Realteil x(#) kennzeichnet hierbei die Inphasekomponente

und der Imagindrteil die Quadraturkomponente. 4

Bei einem Mobilfunksystem, bei dem zwischen dem mobilen
Teinehmer und der sog. Basisstation keine Sichtverbindung [ —
besteht, gelangt somit das Funksignal ausschliefSlich auf indirekten
Wegen (Brechung, Streuung, Reflexion usw.) zum Empfinger. In

diesem Fall ist folgendes Modell anwendbar:

a(f) = |z(1)|

e Der Realteil x(¢) und auch der Imagindrteil y(¢) sind jeweils
gaullverteilt und mittelwertfrei.

® x(¢) und y(¢) besitzen jeweils die gleiche Streuung o und
sind voneinander unabhingig.

¥

e Innere Bindungen der Signale x(¢#) und y(¢) aufgrund des

Dopplereffekts sollen hier nicht beachtet werden.
Das komplexe Signal z(¢) kann man auch nach Betrag und Phase darstellen:
2(t) = alt) - &),
Aufgrund der Symmetrie beziiglich x(7) und y(¢) ist die Phase ¢(¢) gleichverteilt. Dagegen ist der Betrag
a(t) = |z(?)| rayleighverteilt, was zu der Namensgebung Rayleighfading gefiihrt hat.
Als weitere Grof3e definieren wir noch die Momentanleistung
p(t) = 2*(t) + y7(t) = a*().
Die Zufallsgrof3e p ist hier (einseitig) exponentialverteilt. Deren WDF lautet fiir p > 0:

1
fl-' I:p} = 2(’3’2

o P -"I':_E‘TI!.:'

Fiir alle negativen p-Werte gilt natiirlich f,,(p) = 0, da p eine Leistung kennzeichnet.

Im Folgenden werden die Streuungen der beiden Gaullschen Zufallsgroflenx undy stets zuo = 1
vorausgesetzt. Alle Grof3en sind deshalb als normiert zu verstehen.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die Seite Rayleighverteilung im Kapitel 3.7.
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Fragebogen zu ""A3.10: Rayleighfading"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind stets zutreffend?
[T Kleine Momentanleistungen sind wahrscheinlicher als grofe.
" Die Phase ¢p(t) = /2 bedeutet auch ,Imaginirteil y(z) = 0”.

[ Die Phase ¢p(t) = —1/2 bedeutet auch ,,Realteil x(£) = 0.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Momentanleistung p(z) > 4?
Prip()> 4) =

c) Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Betrag a(¢) grof3er als 2 ist?
Pr(a(?) > 2) =

d) Berechnen Sie — ausgehend von f,(p) — die WDF der Zufallsgroe a. Welcher
WDEF-Wert ergibt sich flira = 1?

Jaa=1) =
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Z3.10: Rayleigh oder Rice?

J(x)
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsgrofe x ist wie 4
folgt gegeben:
T ¥ i ¥
(1) = — . g /(23%)
frlr) = 3¢

Entsprechend gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion:

¥

FI.I:I.} = Pl‘l:.l“ < j"} =1- Lw_"'?.-"l:ff'.'h:-l

[

=
=
Il

Bekannt ist, dass der Wert x; = 2 am hiufigsten aufiritt. Das
bedeutet auch, dass die WDF f,(x) beix = x( maximal ist.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Lehrstoff von Kapitel 3.7. Beriicksichtigen Sie bei der
Losung das folgende bestimmte Integral:

= ¥ —
3 = I T
/ e dr = /2
o

Sie konnen Thre Ergebnisse mit nachfolgendem Berechnungstool iiberpriifen:

WDF, VTF und Momente spezieller Verteilungen
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Fragebogen zu "'Z3.10: Rayleigh oder Rice?"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen treffen zu?
[ Es handelt sich um eine riceverteilte ZufallsgroBe.
[ Es handelt sich um eine rayleighverteilte ZufallsgroBe.

[~ Das Zentralmoment 3. Ordnung (u53) ist 0.

[~ Die Kurtosis hat den Wert K, = 3.

b) Welchen Zahlenwert hat hier der Verteilungsparameter A?

A=

¢) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass x kleiner als xy ist?

Pr(x <xg) =

d) Wie grof3 ist der Mittelwert der Zufallsgrofe x? Interpretation.

m, =

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist x groBer als sein Mittelwert m,.?

Pr (x > my) =
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A3.11: Tschebyscheff
Pri|jx-m._|z¢g)
Ist {iber eine ZufallsgroBBe x nichts weiter bekannt als 4

: : : Schranke
nur der Mittelwert m,. und die Streuung o,, so gibt die \ ronrrsers sy

Tschebyscheffsche  Ungleichung  eine  obere
Schranke fir die Wahrscheinlichkeit an, dass x Ischebyscheff
betragsmdflig mehr als einen Wert ¢ von seinem
Mittelwert m, abweicht:

H oo

)

Pr(|c —m,| > &) <

[ =)

In der Grafik ist diese obere Schranke rot eingezeichnet. Der griine Kurvenverlauf zeigt die tatsdchliche
Wahrscheinlichkeit bei der Gleichverteilung, die blauen Punkte gelten fiir die Exponentialverteilung. Aus
dieser Darstellung ist zu erkennen, dass die 7Schebyscheffsche Ungleichung nur eine sehr grobe
Schranke darstellt. Sie sollte nur dann verwendet werden, wenn von der Zufallsgro3e wirklich nur der
Mittelwert und die Streuung bekannt sind.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite Tschebyscheffsche Ungleichung im Kapitel 3.7.
Nachfolgend finden Sie eine Tabelle mit Werten der komplementiren Gauf3schen Fehlerfunktion.

X 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Q(x) | 0.5000 | 0.1587 | 0.0227 |0.13- 102|032 10
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Fragebogen zu ""A3.11: Tschebyscheff"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ Vorstellbar ist eine Zufallsgrofe mit Pr([x — m,. | > 30,) = 1/4.
I~ ,,Tschebyscheff” liefert fiir £ < g, keine Information.

I~ Pr(x —m, | > ¢) ist fiir groBe ¢ identisch 0, wenn x begrenzt ist.

b) Geben Sie die Uberschreitungswahrscheinlichkeit py. = Pr(lx —m,| > k - a,) fiir
die GauB3verteilung an (mit k = 1, 2, 3, 4). Wie groB ist p3?

Gau3: Pr(lx -m,|>30,) =

¢) Wie lauten diese Uberschreitungswahrscheinlichkeiten pr (k=1, 2,3, 4) beider
Exponentialverteilung. Hier gilt: m, = o, = 1/1. Wie gro8 ist p3?

Exponential: Pr(lx - m,|>30,) =
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A3.12: Cauchyverteilung
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sei wie folgt
gegeben = Cauchyverteilung:

, 1 1

"f-;:{x}u

Aus der Grafik ist der extrem langsame Abfall des WDF—
Verlaufs zu erkennen.

Hinweis: Die theoretischen Hintergriinde zur Aufgabe finden Sie auf der Seite Cauchyverteilung im
Kapitel 3.7.
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Fragebogen zu ""A3.12: Cauchyverteilung"

a) Wie lautet die Verteilungsfunktion F,(r)? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist x
betragsmiBig kleiner als 2?

Pr (x| <2) =

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist x betragsmdfig grofler als 4?

Pr (jx| > 4) =

¢) Welche der nachfolgenden Aussagen treffen fiir die Cauchyverteilung zu?
™ Die Cauchyverteilung besitzt eine unendlich grof3e Varianz.
" Die Tschebyschefl-Ungleichung macht hier keinen Sinn.

[ Eine in der Natur messbare Zufallsgro3e ist nie cauchyverteilt.
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