Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

A5.1: GauBische AKF und GauBtiefpass

Am Eingang eines Tiefpassfilters mit dem Frequenzgang H(f) liegt
ein gauBverteiltes mittelwertfreies Rauschsignal x(#) mit folgender
Autokorrelationsfunktion (AKF) an:

(1) = g2 . eV

Diese AKF ist im nebenstehenden Bild oben dargestelit.
Das Filter sei gau3formig mit der Gleichsignalverstirkung H, und

der dquivalenten Bandbreite Af. Fir den Frequenzgang kann somit
geschrieben werden:

H(f) = Hy e TUAN?
Im Verlaufe dieser Aufgabe sollen die beiden Filterparameter Hj

und Af so dimensioniert werden, dass das Ausgangssignal y(¢) eine
AKF entsprechend der unteren Skizze aufweist.
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Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 4.4 und Kapitel 5.1.

Beriicksichtigen Sie die folgende Fourierkorrespondenz:

e TUIA oo Af e TIAS Y,
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Fragebogen zu ""A5.1: Gauflsche AKF und Gaufltiefpass"

a) Wie grof3 ist der Effektivwert des Filtereingangssignals?

o, = \%

b) Bestimmen Sie aus der skizzierten AKF auch die dquivalente AKF-Dauer des
Signals x (7). Wie kann diese allgemein ermittelt werden?

V1, = us

c) Wie lautet das Leistungsdichtespektrum @,(f) des Eingangsignals? Wie grof3 ist
der LDS-Wert bei f= 0?

Py(f=0) = V2/Hz

d) Berechnen Sie das LDS @,(f) am Filterausgang allgemein als Funktion von oy,
Vt,, Hyund Af. Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?

I~ Das LDS @,(f) ist ebenfalls gaufSrmig,
I~ Je kleiner Af ist, um so breiter ist @,(f).

I~ Hpbeeinflusst nur die Hohe, aber nicht die Breite von @,(f).

e) Wie grofl muss die dquivalente Filterbandbreite Af gewdhlt werden, damit fiir die
dquivalente AKF-Dauer V7, = 3 ps gilt?

Af = MHz

f) Wie grol muss man den Gleichsignaliibertragungsfaktor H, wahlen, damit die
Bedingung 0, = o, erfiillt wird?

HOZ

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 2/33 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

75.1: cos2-Rauschbegrenzung

Wir betrachten ein bandbegrenztes wei3es Rauschsignal x(¢) mit
dem oben skizzierten Leistungsdichtespektrum @,(f). Dieses ist

im Bereich |[f] < B, konstant gleich Ny2 und auferhalb gleich
Null
Gehen Sie von folgenden Zahlenwerten aus:

e Ny=10"19V¥Hz, B, =10 kHz

Dieses Signal wird an den Eingang eines Tiefpassfilters mit dem
Frequenzgang

H[f]l :{ l:'l}.~;.2 (_ﬂ__j%) fiir |f| i“-ﬁr

0 sonst

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
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angelegt. Hierbei bezeichnet f;) die absolute Filterbandbreite, die zwischen B,/2 und 2B, variieren kann.

Das Filterausgangssignal wird mit y(¢) bezeichnet.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 3.5, Kapitel 4.5
und Kapitel 5.1. Benutzen Sie, falls nétig, die nachfolgenden Gleichungen:

]- .2 i '
Q) = NI e /= (fiir grofie x).

, 1 L .
/ cos”(axr) dr = 5T+ - sin(2ax).
3 1
g - - — . <inl?ar
.[“h (ar) da 5 Tt L sin(2ax ) + 0

csinf4dar).
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Fragebogen zu "75.1: cos2-Rauschbegrenzung"

a) Wie grof3 ist der Effektivwert des Eingangssignals x(z)?

Oy = uv

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein momentaner Spannungswert des
Eingangssignals betragsméfig grofBer als 5 pV ist?

Pr(x(@®)| > 5 uV) =

¢) Wie grof ist der Mittelwert (Gleichanteil) des Ausgangssignals y(z)?

my = wv

d) Berechnen Sie den Effektivwert des Ausgangssignals y(¢) fiir f = B,/2.

fo=B,2: o, = UV

e) Berechnen Sie den Effektivwert von y(¢) unter der Bedingung f(, = 2B,..

Jo=2B,: o, = Y

f) Es gelte weiterf, = 2B,. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das
Ausgangssignal y(¢) betragsmaBig grofler als 5 pV ist?

Pr(ly(@®)|>5 uVv) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

A5.2: Frequenzgangbestimmung

Wir betrachten die abgebildete Messanordnung zur Bestimmung des blau
hervorgehobenen Frequenzgangs H(f). Das Eingangssignal x(¢) ist weil3es

GauBsches Rauschen mit der Rauschleistungsdichte Ny = 10710 W/Hz.
Somit gilt fiir die AKF:

(1) = % - 8(7).
Die gemessene Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) zwischen den Signalen
x(t) und y(f) kann mit K = 0.628 - 10712 W und T, = 1 ms wie folgt
angendhert werden (nur giiltig flir positive Zeiten):

Yoy (T) = K .77/,

Gemessen wird auerdem die AKF ¢,,(7) des Ausgangssignals.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von
Kapitel 4.6 und Kapitel 5.1. Beachten Sie bitte auch die folgende
Fouriertransformation (in w):

1
= -
1 +]-wiwg

H(w) o h(t) = wp - et (t = 0).

Fiir negative z- Werte ist dagegen /(¢) stets 0.

Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Fragebogen zu "' A5.2: Frequenzgangbestimmung'"

a) Welche der folgenden Aussagen treffen zu? Man kann den Frequenzgang H(f)
nach Betrag und Phase vollstindig bestimmen, wenn:

I~ die Funktionen ¢,(7) und ¢,,(7) bekannt sind,
I~ die Funktionen ¢,(7) und ¢,,,(7) bekannt sind,

[~ die Funktionen ¢,,,(7) und ¢,(7) bekannt sind.

b) Berechnen Sie die Impulsantwort A(7). Welcher Wert ergibt sich fiir £ = 72

h@¢=T,) = 1/s

c) Wie lautet der Frequenzgang H(f)? Welcher Wert ergibt sich fiir f= 0?
H(f=0) =

d) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals y(¢). Welcher
Wert ergibt sich bei f = 1/(2nT})?

@ (f=1/2nTy)) = W/Hz
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

75.2: Zweiwegekanal h(n)

Von einem Ubertragungssystem ist bekannt, dass zwischen dem 1

Fingangssignal x(f) und dem Ausgangssignal y(f) der folgende

Zusammenhang besteht: I t cr-h
T g I

y(t) =x(t — )+ x(t — 7).

I(Hy* (-1
Die dazugehdrige Impulsantwort A(¢) ist rechts skizziert. c
Verwenden Sie fiir die numerischen Berechnungen stets den ’
Wert a = 0.5. Fiir die Teilaufgaben (a) und (b) gelte zudem 163 tCS
71 = 0 und 7, = 4 ms. Fir die spdteren Aufgabenteile soll von -Iﬁ ' ﬁ ""r

71 = 1 ms und 7, = 5 ms ausgegangen werden.
In der unteren Skizze ist die Funktion

h(t) + h(—t) o—e |H(f)[
dargestellt, wobei die Parameter C;, C5 und 73 von a, 77 und 7, abhédngen (siehe Teilaufgabe d).

Das Eingangssignal x(¢) sei bandbegrenztes weiles Rauschen mit der Leistungsdichte
Np=1 pW und der Bandbreite B = 10 kHz, woraus sich die Leistung P,, = 10 mW berechnen ldsst.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 5.1.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.1 Stochastische Systemtheorie

Fragebogen zu "'75.2: Zweiwegekanal"

a) Berechnen Sie den Frequenzgang H(f) fiir 7; = 0 und 7, = 4 ms. Zeigen Sie, dass
H(f) eine mit £, periodische Funktion ist. Wie grof ist /;?

Jo = kHz

b) Wie groB ist |[H(f = 0)2 mit 7; = 0, 7, = 4 ms, o = 0.5?

H(f=0)]? =

) Wie verindert sich die Funktion |H())?> mitz; = 1 ms und 7, = 5 ms? Die
Dampfungskonstante « sei weiterhin 0.5. Geben Sie den Wert bei /= 0 ein.

H(F=0)f =

d) Es gelte weiterhin o = 0.5, 71 = 1 ms und 7, = 5 ms. Welche Werte ergeben sich
fir die Funktionsparameter von A(t) * h(—t) entsprechend der Skizze?

CO =
C3 =

T3 = ms

e) Wie grof3 ist die Leistung des Ausgangssignals y(¢)?

Py = mwW
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

A5.3: Digitales Filter 1. Ordnung

Wir betrachten die nebenstehende Filteranordnung mit
den Koeflizienten a, a; und by, die alle Werte zwischen

0 und 1 annehmen kdnnen.

Das Eingangssignal ist ein einziger Diracimpuls mit dem
Einheitsgewicht ,1” — alsox(¢) =d(f) — was der
folgenden zeitdiskreten Darstellung entspricht:

'::‘.rr)} - '::_1. [.}. [}. [.}. ...} .
Aufgrund dieser speziellen Eingangsfolge beschreibt die
Folge (y,) am Filterausgang gleichzeitig die zeitdiskrete

Impulsantwort des Filters. Der Abstand der Abtastwerte
betrdgt hierbei 75 =1 ps.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 5.2 Digitale Filter
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Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 5.2.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Fragebogen zu "' A5.3: Digitales Filter 1. Ordnung"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ Der Sonderfall 5y = 1 fuihrt zu einem nichtrekursiven Filter.
I~ Esgilt y(¢) = x(¢), wenn ay = 1, a; = 0, by = 0 gewdhlt wird.

™ Mitay=0, a;=0.5, b; =0 ist y(¢) gegeniiber x(¢) unverzerrt.

b) Es gelte nun ay =1, a; = 0 und b = 0.6. Berechnen Sie die Ausgangsfolge (v, ).
Welcher Ausgangswert y tritt zum Zeitpunkt = 3 - 74 auf?

a;=0: y3 =

c) Auf welchen Bereich O, ..., M - T ist die Impulsantwort beschrénkt, wenn man
Werte kleiner als 0.001 vernachlissigt? (ay =1, a; =0, b; = 0.6)

M =

d) Es gelte weiter ay = 1 und b; = 0.6. Berechnen Sie unter Berticksichtigung des
Ergebnisses aus (b) den Ausgangswert y3 flir a; = —0.5.

a; =-0.5: y3 =
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

Z5.3: Nichtrekursives Filter

Betrachtet wird das nebenstehende nichtrekursive Filter mit
den Filterkoeflizienten

ap=1. a3 =2, as=1.
Gesucht sind die jeweiligen Ausgangsfolgen (y,), wenn am
Eingang folgende Wertefolgen angelegt werden:
e die Gleichfolge
(o) ={guy=1(1, 1,1, 1, 1. 1. 1. 1, ...}.
o die Sinusfolge mit der Periodendauer 7 =4 - Tx:

(1, = (s, = (0, 1, 0,—1, 0, 1, 0.—1, ...} .

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 5.2 Digitale Filter
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Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 5.2 im vorliegenden Buch sowie auf das Kapitel 3

im Buch ,,Signaldarstellung”.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Fragebogen zu "'75.3: Nichtrekursives Filter"

a) Wie lautet die Filter—Impulsantwort A(¢)? Zu welchem Zeitpunkt v - T4 hat diese

ithr Maximum?

vy =

b) Berechnen Sie den Frequenzgang H(f). Wie grof3 ist der Wert bei /= 0?
H(f=0) =
c) Welche Ausgangsfolge (y,) ergbt sich fir die Gleichfolge (g,) an seinem

Eingang? Interpretieren Sie dieses Ergebnis unter Beriicksichtigung von Punkt
(b). Welcher Ausgangswert ergibt sich fiir v = 4?

Eingangsfolge (g,): y4 =

d) Welche Ausgangsfolge (y,) ergibt sich fir die Folge ¢s,) am Eingang? Welcher
Ausgangswert ergibt sich fiir v = 4?

Eingangsfolge (s,): y4 =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

A5.4: Sinusgenerator

Die Grafk =zeigt ein digitales Filter zweiter {1:: D ] | I
Ordnung, das zum Beispiel zur Erzeugung einer a: @ au
zeitdiskreten Sinusfinktion auf einem digitalen
Signalprozessor (DSP) geeignet ist: « T o T 4.(%_‘,_,
o

(o) = (sin(vTwo)} .

eine (zeitdiskrete) Diracfunktion beschreibt. Damit ¢
sind gleichzeitig alle Ausgangswerte y,, fiir Zeiten

Vorausgesetzt wird, dass die Eingangsfolge (x,)

v <0 identisch 0.

Die insgesamt fiinf Filterkoeffizienten ergeben sich aus der z-Transformation, die im Buch ,Lineare
zeitvariante Systeme” behandelt wird:

o | - z - sin(wyT)
.\,{hlll[VTW'ﬂ)} T 22 _ 9. .08 ('w'uT) +1

Setzt man diese Gleichung durch ein rekursives Filter zweiter Ordnung (M = 2) um, so erhdlt man die
folgenden Filterkoeffizienten:

ap =0. a =sin(wT). a=0.
EJ] = 2. 008 (Lu'uT} . I!J‘g = —1.

Im Bild ist bereits markiert, dass auf die Filterkoeffizienten a( und a, verzichtet werden kann.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von Kapitel 5.2, wobei zur Vereinfachung der
Gleichungen T anstelle der Laufzeit 77y benutzt wird. Fiir die Teilaufgaben (a) bis (c) gelte:

a1 = 0.5. b =3,
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.2 Digitale Filter

Fragebogen zu ""A5.4: Sinusgenerator'

a) Es gelte a; = 0.5 und by = 312 Berechnen Sie die Ausgangswerte y,, zu den
Zeitpunktenv =0, v =1und v = 2.

Yo =
1~

Y2 =

b) Wie lautet der Ausgangswert y, fiir v > 2 allgemein? Berechnen Sie die Werte

¥3, ... , y7 und geben Sie zur Kontrolle y; ein.

Y7 =

¢) Wie viele Stiitzstellen (7y/T) stellen eine Periodendauer (7)) dar?

To/T =

d) Es gelte nun 7= 1 ps. Wie miissen die Koeflizienten a; und b gewdhlt werden,
damit eine 10 kHz—Sinusschwingung erzeugt wird?

a =

b1:
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Buch: Stochastische Signaltheorie
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

A5.5: AKF-dquivalente Filter
Wir betrachten die beiden skizzierten digitalen Filter:
e Die Eingangswerte (x,) sind in beiden Fillen jeweils

statistisch voneinander unabhidngig und gleichverteilt
zwischen —1 und +1.
e Daraus folgt direkt flir den Mittelwert und die Varianz:

m. =0, a=1/3.
Die beiden Verzogerungszeiten von Filter 1 sind jeweils gleich
Ty =1 ps. Die Verzogerungen von Filter 2 sind doppelt so
lang.
Die Koeflizienten a( und a; sollen so eingestellt werden, dass
die Autokorrelationsfunktionen (AKF) von (y,) und von (z,)

vollstindig iibereinstimmen.Wdhlen Sie bitte bei mehreren
Losungen diejenige mit |ag| > |ay).

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf die Theorieteil von
Kapitel 5.3.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Fragebogen zu ""A5.5: AKF-dquivalente Filter"

a) Welche Aussagen sind beziiglich Filter 1 zutreffend?
" Es handelt sich um ein nichtrekursives Filter.
™ Die Ordnung des Filters ist M = 2.

I~ Der Filterkoeffizient a ist gleich 1.

b) Berechnen Sie die Streuung der Ausgangsfolge (v, ).

O'y:

¢) Berechnen Sie die AKF-Werte ¢(k - ) fir k=1 und k = 2.

my(T A) =

02Ty) =

d) Bestimmen Sie die Koeffizienten des zweiten Filters so, dass (z,) und {y,) die

gleiche AKF besitzen. Wie lautet der Quotient ay/ay fiir |ag| > |a;|?

a1/a0 =

e) Welche Aussagen treffen flir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen zu?

I~ /() und f,(2) sind identisch.
I~ f,(») und f;(z) sind unterschiedlich.

I~ Bei GauBischer Eingangsgrofie wéren f,,(y) und f;(2) gleich.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Z5.5: AKF nach Filter 1. Ordnung

Wir betrachten hier ein nichtrekursives Filter erster Ordnung (J;'} R ./;\\
(M = 1) mit den Filterkoeffizienten ay = 0.4 und a; = 0.3. Am \__.1,-}
Filterausgang wird eine Konstante K hinzuaddiert, die vorerst T,

(bis einschlieBlich Teilaufgabe c¢) zu Null gesetzt werden soll.

Das zeitdiskrete Eingangssignal (x,,)

e st gaullisch sowie mittelwertfrei,
® besitzt die Streuung g, = 1.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 5.3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Fragebogen zu ''75.5: AKF nach Filter 1. Ordnung"

a) Welche Aussagen sind beziiglich der Ausgangs-AKF zutreffend, wenn K = 0
gilt? Begriinden Sie Thre Ergebnisse.

I Der AKF-Wert ¢,(0) gibt die Streuung o), an.
I~ Alle AKF-Werte ¢,,(k - T) mit k > 2 sind 0.

[~ Das LDS @,(f) verlduft cosinusformig.

b) Berechnen Sie die AKF-Werte ¢,,(k - T5) fir k=0 und £ = 1.

0,(0) =

wy(T A) =

¢) Welche Werte muss man fiir die Koeffizienten a, und a; einstellen, wenn bei

gleicher AKF-Form die Streuung 0, = 1 betragen soll> Es seiag > a;.
ay =

a =

d) Es gelte wieder ay = 0.4 und a; = 0.3. Wie grof3 ist die Konstante K zu wéhlen,
damit sich ¢,,(0) = 0.5 ergibt?

K =

e) Berechnen Sie mit diesem Wert von K die AKF-Werte fiir k = 1 und k = 2.
(py(T A) =

0y2Ty) =

f) Welcher Wert ergibt sich nun fiir die Streuung o,,?

O'y:
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

A5.6: Filterdimensionierung
Eine zeitdiskrete ZufallsgroB3e {y,) mit der skizzierten AKF soll

mit Hilfe eines digitalen Filters erzeugt werden. Alle AKF- 128
Werte ¢,(k - T5) mit Index |k| > 2 seien 0.

1 1
Die zeitdiskreten GauBschen Eingangswerte x,, weisen jeweils T ‘I
den Mittelwert m,, = 0 und die Streuung o, = 1 auf. _?3:, 3 l l + 3 oT,
-1 -1

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von
Kapitel 5.3.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 19/33 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Fragebogen zu " A5.6: Filterdimensionierung"

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?
[ Es eignet sich ein rekursives Filter erster Ordnung,
[ Es eignet sich ein nichtrekursives Filter erster Ordnung,
[ Es eignet sich ein nichtrekursives Filter zweiter Ordnung.

[~ Die Ausgangswerte y, sind dreieckverteilt.

I~ Die Ausgangswerte y, sind mittelwertfrei (1, = 0).

b) Geben Sie die Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten a(, a;, a, an.

Ersetzen Sie die drei Variablen durch 1 = a;? und w = (q; + a,)*. Bestimmen

Sie u und w. Hinweis: Es gibt nur eine sinnvolle Losung,
u =

w =

c) Bestimmen Sie die Filterkoeffizienten a,, a; und a,. Geben Sie die folgenden

Quotienten ein:
a1/ ay =

alay =

d) Wieviele verschiedene Parametersétze (/) flihren zur gewiinschten AKF?

I:
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Z5.6: Nochmals Filterdimensionierung

Mit Hilfe eines nichtrekursiven digitalen Filters erster Ordnung soll
eine zeitdiskrete Zufallsgrofle (y,) generiert werden, die folgende @ =1

AKF-Werte aufweist:

(k-T,)
4 Y,

po=1 fir k=0 %Tﬁ Tﬂ
pylk - Ty) = pr o fir k[ =1 —o—o—1 o
0 sonst. 3104 1 23 k

Hierbei bezeichnet ¢, einen (in bestimmten Grenzen) frei wihlbaren Parameter. Weiter gelte:

® Die zeitdiskreten Eingangswerte x,, sind gau3verteilt mit Mittelwert m, und Streuung o,,.

® Zundchst seim, =0und g, = 1.
Damit lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung der Filterkoeflizienten a und a;:
az + a3 =1.
g - 1 = 1.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von Kapitel 5.3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.3 Erzeugung vorgegebener AKF-Eigenschaften

Fragebogen zu ''75.6: Nochmals Filterdimensionierung"

a) Wie lauten die Grenzen fiir ¢, damit das Gleichungssystem Iosbar ist?

91, max ~

91, min —

b) Es gelte ¢; = —0.3. Bestimmen Sie die Filterparameter a; und a;. Wihlen Sie

die Losung mit positivem a und || > |a;|.
ay =

a =

c) Wie dndert sich die AKF, wenn bei gleichen Filterkoeffizienten nun o, = 2 gilt?
Wie grof3 ist insbesondere der AKF—Wert fiir £ = 1?

oy(Tp) =

d) Wie édndert sich die AKF bei gleichen Filterkoeflizienten und ¢, = 2 mit einem
Gleichanteil m, = 1? Wie grof} ist nun der AKF-Wert fir £ = 1?

0y(Tp) =
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter
A5.7: Rechteck-Matched-Filter () .
Am FEingang eines Tiefpasses mit einer rechteckformigen 1 f
Impulsantwort A(?) liegt das Empfangssignal r(¢) an, das sich 2V
additiv aus einem impulsformigen Nutzsignal g(¢) und einem - Az >
Rauschsignal n(¢) zusammensetzt. Es gelte: 1 5 -_,h 4 q ?u <

® Der Nutzimpuls g(?) ist rechteckformig, it

* Die Impulsdauer betrdgt At, =2 ps. +

1/Af
¢ Die Impulsamplitude ist g5 =2 V. k
[ As, —
* Die Mitte des Impulses g(?) liegt bei g = 3 us. . o
e Das Rauschen n(z) ist weill und gauB3verteilt. 1 2 3 4 5 fps

e Die Leistungsdichte betrigt Ny = 4 - 10~ OV¥/Hz
(einseitig), bezogen auf den Widerstand 1 €.
Die rechteckformige Impulsantwort des Filters beginnt beiz = 0. Die Impulsantwortdauer Az, ist frei
wiahlbar. Die Hohe 1/At), der Impulsantwort ist jeweils so angepasst, dass H(f = 0) = 1 gilt.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den Theorieteil von Kapitel 5.4. Fiir die Teilfragen (a) bis (f)
gelte stets Aty = Aty =2 us.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Fragebogen zu ""A5.7: Rechteck-Matched-Filter"

a) Welche der drei Aussagen sind unter der Annahme Az, = At,, zutreffend?

[ Das Filter ist an den Eingangsimpuls g(¢) angepasst.
" Es gibt ein anderes Filter mit groBerem S/N-Verhiltnis.

[~ Deas Filter lisst sich als Integrator iiber die Zeit Az, realisieren.

b) Was ist der optimale Detektionszeitpunkt?

Tp, opt — MS

c) Welchen Wert besitzt hier die Matched- Filter- K onstante?

KMF = 1/Vs

d) Welches S/N-Verhiltnis ergibt sich zum optimalen Detektionszeitpunkt?

pa(Tp, opt) -

e) Wie grof8 sind der Nutzabtastwert zum optimalen Zeitpunkt Ty o, und die
Storleistung vor dem Detektor?

ds(Tp, op) = A%

f) Welches S/N-Verhiltnis ergibt sich zum Detektionszeitpunkt 7, = 3 ps?

pa(Tp=3 us) =

g) Welche der folgenden Aussagen treffen zu, wenn Az, = 1 ps gilt? Hinweis: Im

Bereich von 0 bis 1 ps hat die Impulsantwort somit den Wert 106 1/s.

[~ Jedes Tp im Bereich 3 s ... 4 ps fiihrt zum maximalen SNR.

I~ Der Nutzwert dg(Tp, opy) ist kleiner als unter (e) berechnet.

™ Die Storleistung 0d2 ist groBer als unter (e) berechnet.

[T Das S/N-Verhiltnis ist kleiner als unter (c) berechnet.

h) Welche der folgenden Aussagen treflen zu, wenn Az, = 3 ps gilt? Hinweis: Im

Bereich von 0 bis 1 ps hat die Impulsantwort den Wert 0.33 - 10° 1/s.

[~ Jedes Tp im Bereich 3 s ... 4 ps fiihrt zum maximalen SNR.

I~ Der Nutzwert dg(Tp, opy) ist Kleiner als unter (e) berechnet.
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™ Die Storleistung 0d2 ist grofer als unter (e) berechnet.

™ Das S/N-Verhiltnis ist Kleiner als unter (c) berechnet.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale

7Z5.7: Matched-Filter - alles gauBlisch
Am Eingang eines Filters liegt ein von weilem Rauschen mit der

Rauschleistungsdichte Ny = 10~ 4V2Hz tiberlagerter Gauf3impuls
mit der Amplitude g, und der dquivalenten Dauer Az, = 1 ms an:

—m(tf Atg)?

glt) =go- e
Die Impulsenergie betrdgt £, = 0.01 V2s. Das Empfangsfilter sei ein

akausaler Gauf3tiefpass mit dem Frequenzgang
He(f) = e~ U/Afe)
Die dazugehdrige Impulsantwort lautet somit:

hi(t) = Afg - oA )

2,

1 ms

L 4

Die systemtheoretische Filterbandbreite Afg soll so gewdhlt werden, dass der Gaufitiefpass optimal an

den Eingangsimpuls g(¢) angepasst ist. Man spricht dann von einem Matched- Filter.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 5.4. Benutzen Sie zur

Losung das folgende bestimmte Integral:

o —
/ L.'—n'? 'I.jfl.l" — \/T
W

20
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Fragebogen zu "'75.7: Matched-Filter - alles gauB8isch"

a) Berechnen Sie die Impulsamplitude.

80 — \Y

b) Wie grof} ist das maximale S/N—Verhéltnis am Filterausgang in dB?

1013 0T, opt) = dB

¢) Beiwelcher Filterbandbreite wird dieses S/N—Verhdltnis erreicht?

Afy Eopt — kHz

d) Welche der nachfolgenden Aussagen treffen zu, wenn die Filterbandbreite Afg
kleiner ist als unter Punkt (c) berechnet?

™ Der Nutzabtastwert dg(Tp, opy) ist kleiner als bei Anpassung.

™ Die Storleistung 0d2 ist grofBer als bei Anpassung.

[T Das S/N—Verhiltnis ist kleiner als bei Punkt (b) berechnet.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

A5.8: Matched-Filter fiir farbige Storung
Am Eingang eines Filters liegt ein Gaul3impuls

U—r(r,.-'_*.r*.--’

glt) = go-
mit Amplitude g, = 2 V und dquivalenter Impulsdauer A = 1 ms

an. Die dazugehorige Spektralfunktion G(f) ist oben skizziert.
Die Energie dieses GauBBimpulses ist wie folgt gegeben:

e g 2L AL Y
E, = [ g(t)y dt = ””T = 2.83. 107 V%,

Der Impuls g(#) ist durch eine Storung n(¢) tiberlagert und durch
diese weitgehend iiberdeckt. Hierflir werden zwei Alternativen
betrachtet:

® Die zweiseitige Storleistungsdichte sei konstant (nur bei
Aufgabe a):

=

D.(f) ==, No=10"" V*/Hz.

I:H.J|

e Das Storsignal n(¢) sei farbig mit folgender Storleistungsdichte:

Pu(f) = L fo =500 Hz,
1+ ” ,an}_
Dieser LDS-Verlauf kann z. B. aus wei3em Rauschen durch ein Formfilter mit dem Frequenzgang
Hx(f) = —— o hn(t) = 2mfy e~ 2ht
L+jf /o

modelliert werden (Tiefpass erster Ordnung).

Das Filter sei jeweils optimal an die Sendeimpulsform g(#) und das Storleistungsdichtespektrum @,,(f)
angepasst: H(f) = Hyqg(f). Die Filterkonstante Ky ist so zu wahlen, dass H(f = 0) zu 1 wird. Der
Detektionszeitpunkt sei vereinfachend 7, = 0 (akausale Systembeschreibung).

Hinweis: Diese Aufgabe behandelt den Lehrstoff von Kapitel 5.4. Gegeben ist zudem das folgende
bestimmte Integral:

1 e 2 1
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Fragebogen zu "' A5.8: Matched-Filter fiir farbige Storung"

a) Wie grof3 ist das S/N—Verhiltnis (in dB) im Fall des weilen Rauschens?

10 -1g pgwr = dB

b) Berechnen Sie den MF—Frequenzgang bei den vorliegenden farbigen Storungen.
Welchen Wert besitzt Hyp(f) beif = 1 kHz betragsmafig?

|Hye{f= 1 kHz)| =

c) Welches S/N—Verhiltnis (in dB) stellt sich im Fall der vorgegebenen farbigen
Storung am Empfinger ein? Begriinden Sie das bessere Ergebnis.

10-1gpy = dB
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter
7Z5.8: Matched-Filter bei Rechteck-LDS G
T
Die bei einem System wirksame Storleistungsdichte kann als T
bereichsweise konstant angenommen werden: G
No/2 fir |fl < fu.
i — / J—=
2. (f) { N2 fir | > fa. s
fe fe J
Hierbei sei die Storleistungsdichte N; im duBeren Bereich (> /)
stets sehr viel kleiner als V. Verwenden Sie zum Beispiel die %Uh
folgenden Werte: Ny'2
No=2-10"°V*/Hz, N;=2.10"% V*/Hz.
| | . Nyl .
Ein solches Storsignal n(%) tritt beispielsweise dann auf, wenn die 'fIEN .»IfN ‘:f
dominante Storquelle nur Anteile unterhalb der Grenzfrequenz fy

beinhaltet. Aufgrund des unvermeidbaren thermischen Rauschens ist jedoch auch oberhalb von |f] = f
die Storleistungsdichte @,,(f) # 0.

Das Spektrum G(f) des Nutzsignals sei entsprechend der obigen Skizze ebenfalls rechteckformig. Der
zugehorige Nutzimpuls g(7) hat deshalb mit Af' = 2 - f; folgenden Verlauf:

g(t) =Go- Af-si(m-Af-1).
Verwenden Sie flir numerische Berechnungen stets die Zahlenwerte

Go =100 V/Hz, Af=10kHz.
Das Empfangsfilter sei optimal an das Nutzspektrum G(f) und das Storleistungsdichtespektrums @,,(f)
angepasst. Das heit, es gelte Hg(f) = Hyp(f). Der Detektionszeitpunkt sei vereinfachend 7, = 0
(akausale Systembeschreibung).
Hinweis: Diese Aufgabe behandelt den Lehrstoff von Kapitel 5.4.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.4 Matched-Filter

Fragebogen zu "'75.8: Matched-Filter bei Rechteck-LDS"

a) Welche der folgenden Aussagen gelten unter der Voraussetzung fy > /2

[T Anwendbar ist das ,Matched-Filter” fiir ,,WeiBes Rauschen”.
™ Der MF—Ausgangsimpuls ist dreieck formig,

™ Der MF—Ausgangsimpuls ist s—formig,

™ Der MF—Ausgangsimpuls ist si>—formig,

b) Welches S/N—Verhiltnis (in dB) ergibt sich fiir fiy > /2

10 -1g (o) = dB

c) Welches SNR (in dB) ergibt sich fiir f\y = f5/2? Interpretation.

10 -1g (py) = dB
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.5 Wiener—Kolmogorow-Filter

A5.9: Minimierung des MQF

Gegeben ist hier ein stochastisches Nutzsignal s(¢), von dem
nur das Leistungsdichtespektrum (LDS) bekannt ist:

. d}ﬂ
L4 (f/fo)

Dieses ist in der nebenstehenden Grafik blau dargesteli.

D.(f)

Die mittlere Leistung von s(¢) ergibt sich durch Integration {iber das Leistungsdichtespektrum:
+oc
Pg = / fr"'h[f} flf = gy - fu - .

Additiv tiberlagert ist dem Nutzsignal s(#) weies Rauschen mit der Rauschleistungsdichte @, (f) = Ny/2.
Als Abkiirzung verwenden wir Q = 2®y/N,,, wobei Q als , Qualitit” interpretiert werden kadnnte. Zu
beachten ist, dass Q kein Signal-zu—Rauschleistungsverhiltnis darstellt.

In dieser Aufgabe soll der Frequenzgang H(f) eines Filters ermittelt werden, das den mittleren
quadratischen Fehler (MQF) zwischen dem Nutzsignal s(f) und dem Filterausgangssignal d(¢) minimiert:

1 T2 ,
MQF = lim — / |ld(t) — s(t)|” dt.

T—= Ty Th /2

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die theoretischen Grundlagen von Kapitel 5.5. Zur Losung
vorgegeben wird das folgende unbestimmte Integral:

[ 1 1 T
——— dar = — - arctan (—) .
T o il il
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 5 Filterung stochastischer Signale Abschnitt: 5.5 Wiener—Kolmogorow-Filter

Fragebogen zu "' A5.9: Minimierung des M QF"

a) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?
[~ H(f) ist ein GauBtiefpass.
I H(f) stellt ein Matched—Filter dar.

[ H(f) ist ein Wiener—K olmogorow—Filter.

b) Bestimmen Sie den Frequenzgang H(f) des hierflir optimalen Filters. Welche
Werte ergeben sich mit Q = 3 beif'= 0 und /= 2f;?

H(f=0) =
H(f=2fo) =

c) Es gelte weiter Q = 3. Berechnen Sie den mittleren quadratischen Fehler (MQF)
bezogen auf P fiir das bestmdgliche Filter.

MQF /P, =

d) Wie grofl muss der ,,Qualititsfaktor” Q mindestens gewahlt werden, damit fiir
den Quotienten MQF/P der Wert 0.1 erreicht werden kann?

Qmin =

e) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?
[ Ein formgleiches Filter K - H(f) fiihrt zum gleichen Ergebnis.

[T d(¢) enthilt bei groBerem Q mehr hoherfrequente Anteile.
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