Buch: Digitalsignaliibertragung Lerntutorial LNT www (online unter www. Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren

Uberblick zu Kapitel 4 des Buches ,,Digitalsignaliibertragung”

Das Kapitel 4 liefert eine abstrahierte Beschreibung der Digitalsignaliibertragung, die aufso genannten
Basisfunktionen und Signalraumkonstellationen autbaut. Dadurch ist es moglich, sehr unterschiedliche
Konfigurationen — zum Beispiel Bandpass—Systeme und solche fiir das Basisband — in einheitlicher Form
zu behandeln. Der jeweils optimale Empfinger besitzt in allen Féllen die gleiche Struktur.

Im Einzelnen werden behandelt:

¢ die Bedeutung von Basisfunktionen und deren Auffinden nach dem Gram—Schmidt—Verfahren,
e die Struktur des optimalen Empfingers fiir die Basisbandiibertragung,

e das Theorem der Irrelevanz und dessen Bedeutung fiir die Herleitung optimaler Detektoren,

e der optimale Empfinger fiir den AWGN—Kanal und Implementierungsaspekte,

¢ die Systembeschreibung durch komplexes bzw. N—dimensionales Gaufisches Rauschen,

e die Fehlerwahrscheinlichkeitsberechnung und —approximation bei sonst idealen Bedingungen,
¢ die Anwendung der Signalraumbeschreibung auf Trdgerfrequenzsysteme,

¢ die unterschiedlichen Ergebnisse flr OOK, M—ASK, M—PSK, M—QAM und M—-FSK,

e die unterschiedlichen Ergebnisse flir kohdirente bzw. nichtkohdrente Demodulation.

Viele der in diesem Kapitel hergeleiteten Ergebnisse wurden bereits in anderen Biichern oder Kapiteln
angegeben. Im Mittelpunkt der folgenden Beschreibungen stehen also weniger diese Ergebnisse als die
Vorgehensweise, diese in einer moglichst strukturierten Weise zu finden.

Geeignete Literatur: [CT06] — [Gal08] — [Gra06] — [Kam04] — [Kral0] — [K6Z08] — [PM96] — [Pro01]
— [PS02] — [PS04] — [Shad8] — [WJ65]

Die grundlegende Theorie wird auf 56 Bildschirmseiten dargelegt. AuSerdem beinhaltet dieses Kapitel
84 Grafiken, 19 Aufgaben und neun Zusatzaufgaben mit insgesamt 146 Teilaufgaben, sowie sieben
Lernvideos (LV) und sieben Interaktionsmodule (IM), unter anderem:

e AWGN-Kanal - Teil 1 (LV, Grundlagen — Dauer 6:00)

e Momente von diskreten ZufallsgroBBen (LV, Kapitel 4.1 — Dauer 6:30)

e Statistische Abhiangigkeit/Unabhiangigkeit (LV, Kapitel 4.2 — Dauer 11:40)
e Wabhrscheinlichkeit und WDF (LV, Kapitel 4.2 — Dauer 12:05)

e Mengentheoretische Begriffe und Gesetze (LV, Kapitel 4.3 — Dauer 12:20)
¢ Komplementire Gauflsche Fehlerfunktionen (IM, Grundlagen)

¢ Gram-Schmidt—Verfahren (IM, Kapitel 4.1)

e Zweidimensionale GauBB—Verteilung (IM, Kapitel 4.2)

e Zweidimensionale Laplace—Verteilung (IM, Kapitel 4.2)

e Optimale Entscheidungsregionen (IM, Kapitel 4.3)

¢ Mehrstufige PSK und Union-Bound (IM, Kapitel 4.4)

¢ Nichtkohédrentes On—Off-Keying (IM, Kapitel 4.5)
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Zur Nomenklatur im vierten Kapitel (1)

Nahezu alle Ergebnisse dieses Kapitels wurden bereits in friiheren Abschnitten hergeleitet. Grundlegend
neu ist jedoch die Herangehensweise:

¢ Im Buch ,Modulationsverfahren” sowie in den ersten drei Kapiteln dieses Buches wurden bereits
bei den Herleitungen die spezifischen Systemeigenschaften berticksichtigt — zum Beispiel, ob die
Ubertragung des Digitalsignals im Basisband erfolgt oder ob eine digitale Amplituden—, Frequenz—
oder Phasenmodulation vorliegt.

e Hier sollen nun die Systeme dahingehend abstrahiert werden, dass sie einheitlich behandelt werden
konnen. Der jeweils optimale Empfinger besitzt in allen Fillen die gleiche Struktur, und die
Fehlerwahrscheinlichkeit Iisst sich auch fiir nichtgaul3verteiltes Rauschen angeben.

Anzumerken ist, dass sich durch diese eher globale Vorgehensweise gewisse Systemunzulinglichkeiten
nicht oder nur sehr ungenau erfassen lassen, wie beispielsweise

¢ der Einfluss eines nichtoptimalen Empfangsfilters auf die Fehlerwahrscheinlichkeit,
e ein falscher Schwellenwert (Schwellendrift) oder
¢ Phasenjitter (Schwankungen der Abtastzeitpunkte).

Insbesondere bei Vorhandensein von Impulsinterferenzen sollte also weiterhin entsprechend Kapitel 3
vorgegangen werden.

Die Beschreibung basiert auf dem Skript [K6Z08] von Ralf Kotter und Georg Zeitler, das sich stark
an das Buch [WJ65] anlehnt. Gerhard Kramer, Lehrstuhlinhaber des LNT seit 2010, behandelt in
seiner NT2—Vorlesung [Kral0] die gleiche Thematik mit sehr dhnlicher Nomenklatur.

Um unseren eigenen Studenten an der TU Miinchen das Lesen nicht unnétig zu erschweren, halten wir
uns weitestgehend an diese Nomenklatur, auch wenn diese von anderen LNTwww—Kapiteln abweicht.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Zur Nomenklatur im vierten Kapitel (2)

Gegeniiber den anderen Kapiteln in LNTwww ergeben sich hier folgende Nomenklaturunterschiede:
¢ Die zu tibertragende Nachricht ist ein ganzzahliger Wert m € {m;} mit i =0, ... , M — 1, wobei
M den Symbolumfang angibt. Wenn es die Beschreibung vereinfacht, wird i=1, ... , M induziert.

e Das Ergebnis des Entscheidungsprozesses beim Empfinger ist ebenfalls ein Integerwert mit dem
gleichen Symbolalphabet wie beim Sender. Man bezeichnet dieses Ergebnis auch als Schiatzwert:

me {mi}, i=01,....M—1 (baw.1=1,2,...,M).
¢ Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit wird meist wie folgt bezeichnet:
Pr(£) =Pr(mm #m) =1—-Pr(C). Komplementirereignis: Pr(C) = Pr(mh = m).

Im FlieBtext wird aufgrund des durch HTML eingeschriankten Zeichensatzes ,,Pr(Symbolfehler)”
oder auch ,pg” verwendet.

® Bei einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) wird nun entsprechend p,(p) zwischen

der Zufallsgrofe () und der Realisierung (p) unterschieden. Bisher wurde fiir eine WDF die
Bezeichnung ,f,(7)” verwendet — siehe Kapitel 3.1 im Buch ,,Stochastische Signaltheorie”.

e Mit der Schreibweise p,(p) geben r und p Skalare an. Sind dagegen Zufallsgrofe und Realisierung
Vektoren (geeigneter Lange), so wird dies durch Fettschrift ausgedriickt:

pr(p) mit den Vektoren » und p.

e Um Verwechslungen mit Energiewerten zu vermeiden, heiflt nun der Schwellenwert G anstelle
von £ und wird in diesem Kapitel vorwiegend als Entscheidungsgrenze bezeichnet.

e Ausgehend von den beiden reellen und energiebegrenzten Zeitfunktionen x(¢) und y(¢) erhdlt man
fir das innere Produkt

<x(t). y(t)> = /+.x x(t) - ylt)dt.

und flir die 2-Norm (oder kurz Norm):

x(@)|| = v/ <x(t), x(t)>.
Gegeniiber dem Skript [K6Z08] unterscheidet sich die Bezeichnungsweise hier wie folgt:

¢ Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,E” ist Pr(,,E”); in [K6Z08] wird hier P(,,E”) verwendet.
Diese Nomenklaturanderung wurde auch deshalb vorgenommen, da Wahrscheinlichkeiten und
Leistungen in manchen Gleichungen gemeinsam vorkommen.

e Bandpass—Signale werden weiterhin mit Index ,,BP” gekennzeichnet und nicht wie in [K6Z08]
mit einer Tilde. Das entsprechende Tiefpass—Signal ist (meist) mit dem Index ,,TP” versehen.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Orthonormale Basisfunktionen (1)

Wir gehen in diesem Kapitel von einem Satz {s;(¢)} mdglicher Sendesignale aus, die den moglichen

Nachrichten m; eineindeutig zugeordnet werden konnen. Miti=1, ..., M gilt:
m e {m;}, s(t) € {si(t)}: m=m; & s(t) =silt).

Weiter setzen wir flir das Folgende voraus, dass die M Signale s;(f) energiebegrenzt sind, was meist

gleichzeitig bedeutet, dass sie nur von endlicher Dauer sind.

Satz: Eine jede Menge {s1(?), ... , sp/(?)} energiebegrenzter Signale ldsst sich in N' < M orthonormale
Basisfunktionen ¢;(?), ... , o(?) entwickeln, wobei gilt:

N

sdt) = Z sij-pi(t), i=1,....,M, j=1,..,N.
=1

Jeweils zwei Basisfunktionen ¢ (¢) und ¢(f) miissen orthonormal zueinander sein, das heifit, es muss

gelten (8 nennt man das Kronecker—Symbol):

Rk 1 falls j = k
<pit) wu(t)>= | i) pelb)dt =0 =9 o peisy -

—OC

Der Parameter N gibt dabei an, wieviele Basisfunktionen ¢(#) benétigt werden, um die M mdglichen

Sendesignale darzustellen. Mit anderen Worten: N ist die Dimension des Vektorraums, der von den
M Signalen aufgespannt wird. Dabei gilt:

e [stN =M, so sind alle Sendesignale zueinander orthogonal. Sie sind nicht notwendigerweise
orthonormal, das heifit, die Energien E; = {s;(¢), s;(t)) konnen durchaus ungleich 1 sein.
® N <M ergibt sich, wenn mindestens ein Signal s;(¢) als Linearkombination von Basisfunktionen

¢ (?) dargestellt werden kann, die sich aus anderen Signalen s(7) # s;(f) ergeben haben.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Orthonormale Basisfunktionen (2)

Beispiel: Wir betrachten M = 3 energiebegrenzte Signale gemif3 der Grafik. Man erkennt sofort, dass
® 5,(?) und s5(?) zueinander orthogonal sind,
e die Energie £, = A% T=E istund E, = E/4 gil,
® ¢1(?) und ,(?) jeweils formgleich mit s(¢) bzw. s,(¢) sind und beide die Energie 1 besitzen:

ert) = :]’% B \f&% N \/IT S]‘E.t} = s1(t) = su-pult). su =

Sg[t} . Sf[t} — 1 = .5;“} = 8gq - Pg(t}- 821 =

5a(t)
VE: JARE-T T A2 | ]

® 53(¢) durch die Basisfunktionen ¢(#) und ¢,(¢) ausgedriickt werden kann:

wo(t) =

I8 3

s3(t) = sa1- @alt) + s32 - walt),
f31 = ‘_1;.2 ' \E= \a"{}ff? 30 = — A - \/'_z —\/E.

s1(2) N @1@]“
A 14T
1 I: 'f.l"T 1 i: rf.l"T
55(1) N @:(ﬂ“
1AT+
A2 1
1 2 T 1 2 T
s3(1) @4(1)
JE
4721 s
5
u T L NE (1)
__\4 4 A Sq

Im rechten unteren Bild sind die Signale in einer 2D—Darstellung mit den Basisfunktionen ¢ () und

¢,(2) als Achsen dargestellt, wobei £ =A% T gilt und der Zusammenhang zu den anderen Grafiken
durch die Farbgebung zu erkennen ist. Die vektoriellen Reprédsentanten der Signale s;(¢), s(¢) und s5(¢)

in diesem zweidimensionellen Vektorraum lassen sich daraus wie folgt ablesen:

=(VE, 0), sa=(0, VE/2), s3=(VE/2, —VE).
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Das Verfahren nach Gram-Schmidt (1)

Im Beispiel auf der letzten Seite war die Angabe der beiden orthonormalen Basisfunktionen ¢4(¢) und
@o(t) sehr einfach, da diese formgleich mit s1(#) und s,(¢) waren. Das Gram—Schmidt—Verfahren findet
die Basisfunktionen ¢(?), ... , pp(?) fiir beliebig vorgebbare Signale s;(?), ... , $y4(%), und zwar wie folgt:

¢ Die erste Basisfunktion ¢(%) ist formgleich mit s;(z). Es gilt:

pi(t) = :,g = ”:g” = ||leit)]] = 1. s1p=||s1(t)]]. s1; =0 fiir j = 2.

e Es wird nun angenommen, dass aus den Signalen s;(?), ... , Sx_;(¢) bereits die Basisfunktionen

¢1(®), ..., ¢,_1(t) berechnet wurden (n < k). Dann berechnen wir mittels s;(¢) die HilfSfunktion

n—1

Belt) = selt) — Zsu cpp(t) mit sy = <sel(t). i) > j=1.....n—1.
1=1

® Ist0(1)=0 = |60 = 0, so liefert s;(¢) keine neue Basisfunktion. Vielmehr lisst sich dann
$(t) durch die n—1 bereits vorher gefundenen Basisfunktionen ¢(?), ... , ¢,,_1(¢) ausdriicken:

n—1

splt) = Z ;- wilt).
J=1
¢ FEine neue Basisfunktion (ndmilich die n—te) ergibt sich, falls ||64(¢)|| # 0 ist:

B, (t)

palt) = G lpa(t)]| =1.

Diese Prozedur kann fortgesetzt werden, bis alle M Signale berticksichtigt wurden. Danach hat man alle
N < M orthonormalen Basisfunktionen ¢ (z) gefunden. Der Sonderfall N = M ergibt sich nur dann, wenn

alle M Signale linear voneinander unabhingig sind.

Auf der ndchsten Seite wird das Gram—Schmidt—Verfahren an einem einfachen Beispiel verdeutlicht. Wir
verweisen auch auf das folgende Interaktionsmodul:

Gram-Schmidt—Verfahren
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Das Verfahren nach Gram-Schmidt (2)

Beispiel: Wir betrachten die M = 4 energiebegrenzten Signale sq(¢), ... , s4(f) entsprechend der

Grafik. Zur Vereinfachung der Berechnungen ist hier sowohl die Amplitude als auch die Zeit normiert.
Man erkennt:

¢ Die Basisfunktion () ist formgleich mit s;(#). Wegen E; = ||sl(t)||2 =3-0.5%2=0.75 ergibt
sich s17 = |Is1(?)|| = 0.866. ¢1(¢) sebbst besitzt abschnittsweise die Werte +£0.5/0.866 = +0.577.
e Zur Berechnung der Hilfsfunktion 8,(¢) berechnen wir

sy = <sa(t), pr(t)> =0 (+0.577) +1- (=0.577) + 0. (—0.577) = —0.577
= Oy(t) = sa(t) — 591 - 1 (t) = (0.333, 0.667, —0.333)

= 539 = V0667 = 0.816. wa(t) = Hg[t}r-"lﬁgg = (0.408. 0.816. —0.408) .
¢ Die inneren Produkte zwischen s5(7) mit ¢ () bzw. ¢,(?) liefern folgende Ergebnisse:
s31 = <ss(t), @(t)> = 0.5 (+0.577) + 0.5 - (—0.577) — 0.5 - (—0.577) = 0.289
S35 = <s3(t), walt)> = 0.5. (+0.408) + 0.5 . (+0.816) — 0.5 - (—0.408) = 0.816
= B3(t) = s3(t) — 0.289 . 4 (t) — 0.816 . wa(t) = 0.

Das bedeutet: Die grine Funktion s3(7) liefert keine neue Basisfunktion ¢4(f), im Gegensatz zur

Funktion s4(?). Die numerischen Ergebnisse hierflir konnen der Grafik entnommen werden.

451 (f:] s @Il(ﬂ
l_- 05 5 5 1__n =TT 0 =TT 0 oS
0500 —0300 —0500 e U Fi e VT sp,= 0.866
: = : —i= =10
1 2 3 1 2 3 12
1t .l ;3= 0
5:(!‘] & Hl(f] & @2(1‘]
1 1.000 11033 0867 0333 110408 0816 —pas
| | 5= —0.577
—» | — } — 5,,= 0.816
Jr 1 2 R 1 o137 1 237 = 0
§o.=
-1 1+ -1 =
Jnssl:r] 5‘3[1‘]
Tos00 0500 00 J{ 53;= 0.289
0000 0000 040000 N
: P : : . 515= 0.816
1 2 3 1 2 3 =
14 r —1Jr r =0
4540) 1501 4040 4930
1+ I+ e 10707 o000 0707 e
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Basisfunktionen komplexer Zeitsignale

In der Nachrichtentechnik hat man es oft mit komplexen Zeitfunktionen zu tun,

® nicht etwa, weil es komplexe Signale in der Realitit gibt, sondern
e weil die Beschreibung eines BP—Signals im dquivalenten TP—Bereich zu komplexen Signalen fiihrt.

Die Bestimmung der N < M komplexwertigen Basisfunktionen &;.(f) aus den M komplexen Signalen s;(¢)
kann ebenfalls mit dem Gram-Schmidt—Verfahren erfolgen, doch ist nun zu beriicksichtigen, dass das
innere Produkt zweier komplexer Signale x(¢) und y(¢) wie folgt zu berechnen ist:

+oc

<z(t). ylt)> = / ol(t) -y (1) dt.

w — O

Die entsprechenden Gleichungen lauten nunmit i =1,... ,M und k=1, ..., N:

N
“:-,[El} = Z Sl {J‘“} ‘:-..[i‘l:' c L. Sl = C ‘ik[#} = {j
k=1

+oc ]
. - 1 falls k=
<G(t), &(t)>= / Glt) - G (t) dt =ﬂf&-={ 0 fallsk £

o — o

Natiirlich Iasst sich jede komplexe Grofle auch durch zwei reelle Grof3en — ndmlich durch den Realteil
und den Imagindrteil — ausdriicken. Somit erhilt man hier folgende Gleichungen:

.‘5,:|:!L} = -‘5],‘“} -I-j . -‘5(_1,:“}. -‘5],‘“} = H[‘[-‘s,:l:f}]. -‘5(_1,:“} = Illl[-‘s;l:f}].
Gelt) = wrl(t) +i-nlt), welt) = Re[€(t)], n(t) = Im[E (2],
Sik = 5Lk + - Sqik. stk = Refsa]. sqie = Im[su.
SLik = H["[ ﬁi-‘s;l:!‘}. T?k“} = ] Sqik = H["[ ﬁi-‘s;l:!‘jl. I i.‘;\-(f} = ]
Die Nomenklatur ergibt sich aus der Hauptanwendung flir komplexe Basisfunktionen, namlich der

Quadratur-Amplitudenmodulation (QAM). Der Index ,I” steht flir Inphasekomponente und gibt den
Realteil an, wihrend die Quadraturkomponente (Imagindrteil) mit dem Index ,,Q” gekennzeichnet ist.

Um Verwechslungen mit der imagindren Einheit zu vermeiden, sind hier die komplexen Basisfunktionen
() mit ,,k” induziert und nicht mit ,;j”.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Dimension der Basisfunktionen (1)

Bei der Basisbandiibertragung sind die mdglichen Sendesignale (Betrachtung nur einer Symboldauer)
silt)=a;-g(t), i=0.....M —1.
wobei g(f) den Sendegrundimpuls angbt und die ¢; in Kapitel 1 und Kapitel 2 als die moglichen

Amplitudenkoeffizienten bezeichnet wurden. Anzumerken ist, dass im bisherigen Kapitel 4.1 fiir die
Laufvariable i die Werte 1 bis M vorausgesetzt wurden und nicht wie hier 0 bis M — 1.

Nach der Beschreibung dieses Kapitels handelt es sich unabhingig von der Stufenzahl A um ein
eindimensionales Modulationsverfahren (N = 1), wobei bei der Basisbandiibertragung

¢ die Basisfunktion ¢;(?) gleich dem energienormierten Sendegrundimpuls g (%) ist:

+oc

pi(t) = g.(t)// By mit E_q,,:f ga(t) dt,

¢ die dimensionslosen Amplitudenkoeflizienten a; in die Signalraumpunkte s; umgerechnet werden
konnen, die die Einheit ,,Wurzel aus Energie” aufweisen.

Die Grafik zeigt die Signalraumkonstellationen fiir die bindre unipolare (oben), die bindre bipolare (Mitte)
sowie die quaterndre bipolare (unten) Basisbandiibertragung. Rechts sind am Beispiel ,,Rechteckimpuls”
die zwei bzw. vier moglichen Sendesignale s;(f) angegeben. Man kann daraus auch den Zusammenhang

zwischen Signalenergie £ und Impulsamplitude A erkennen. Die jeweils linken Darstellungen auf der ¢—
Achse gelten aber unabhéingig von der Form des Sendegrundimpulses g(#), nicht nur fiir Rechtecke.

Unipolare binire Basisbandiibertragung, Amplitude Shift Keving (ASK), On-Off-Keving

N=1,M=2 4
s\ 5 A=+ET — sol®)
| ’ > -
' ¢ T T e s® | || ¢
0 +vE o
r
Bipolare binire Basishandiibertragung, Binary Phase Shift Keving (BPSK)
N=1,M=2 4
; 5 A—s sglt)
1 1 0 _
¢ . 50 >
—E 0 +vE -4 — 5(6)

4
Quaternire Basishandiibertragung, 4—stufiges Amplitude Shift Keving (4—ASK) d— 5(8)

N=1M=4
3 1 -5'1 Su S-_. ‘4' —— Su{f]
- * * * 00 >
-HE —E “vE WE Y 5,(6)
34— 54(1)

e Die Grafik beschreibt gleichzeitig die eindimensionalen Tragerfrequenzsysteme On—Off-Keying
(oben), BPSK bzw. 2-ASK (Mitte) und 4-ASK (unten).

¢ Die Signale s;(¢) und die Basisfunktion ¢(#) beziehen sich dann auf den dquivalenten TP—Bereich.
Im BP—Bereich ist ¢(¢) eine auf den Zeitbereich 0 < ¢ < T begrenzte harmonische Schwingung.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.1 Signale, Basisfunktionen und Vektorrdume

Dimension der Basisfunktionen (2)

Zu den zweidimensionalen Modulationsverfahren (N = 2) gehdren

o M-stufiges Phase Shift Keying (M—PSK),
¢ Quadratur—Amplitudenmodulation (4-QAM, 16-QAM, 64—QAM, ...),
e bindres (orthogonales) Frequency Shift Keying (2-FSK).

Allgemein ist bei orthogonaler FSK die Anzahl N der Basisfunktionen ¢ (f) gleich der Anzahl M der
moglichen Sendesignale s;(¢). N = 2 ist deshalb nur fiir M/ = 2 mdglich.

i o0

. e
I_.' ...... & & 1+-® " —

_f 1 o(ONE —g &l.d 5 o (ONE
‘® .

Die linke Grafik zeigt die 8—PSK—Konstellation. Beschrankt man sich auf die rot umrandeten Punkte, so
liegt eine 4-PSK (Quaternary Phase Shift Keying, QPSK) vor.

Die rechte Grafik bezieht sich auf die 16-QAM beziehungsweise — wenn man nur die rot umrandeten
Signalraumpunkte betrachtet — auf die 4-QAM. Ein Vergleich der beiden Bilder zeigt, dass die 4-QAM
mit der QPSK bei entsprechender Achsenskalierung identisch ist.

Die Grafiken beschreiben die Modulationsverfahren sowohl im Bandpass— als auch im 4dquivalenten
Tiefpassbereich:

¢ Bei der Betrachtung als Bandpass—System sind die Basisfunktionen ¢{(¢) und ¢,(¢) cosinusformig
bzw. (minus—)sinusformig — vergleiche hierzu Aufgabe A4.2.

e Dagegen ist nach der Transformation der QAM—Systeme in den dquivalenten Tiefpassbereich die
Basisfunktion ¢(¢) gleich dem energienormierten (Energie 1) Sendegrundimpuls g((f), wéahrend

(1) =j - 91(?) zu setzen ist. Sie finden Ndheres hierzu in der Aufgabe 74.2.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Blockschaltbild und Voraussetzungen
In diesem Kapitel wird die Struktur des optimalen Empfiingers eines digitalen Ubertragungssystems sehr
allgemein hergeleitet, wobei
e das Modulationsverfahren und weitere Systemdetails nicht weiter spezifiziert werden,

¢ von den Basisfunktionen und der Signalraumdarstellung gemif3 Kapitel 4.1 ausgegangen wird.

1 s(1) 1) i
— Sender —o—» Ji(I) o——»|Empfinger—»
oy D} {m;}
Kanalverzerrungen ¢ 1(2)

Zum obigen Blockschaltbild ist anzumerken:
¢ Der Symbolumfang der Quelle betrdgt M und der Symbolvorrat ist {m;} miti =0, ... , M — 1. Die
ugehorigen Symbolwahrscheinlichkeiten Pr(m = m;) seien auch dem Empfinger bekannt.

e Zur Nachrichteniibertragung stehen M verschiedene Signalformen s;(¢) zur Verfligung, wobei flir
die Laufvariable ebenfalls die Indizierung i = 0, ... , M — 1 gelten soll.

® FEs besteht eine feste Beziehung zwischen den Nachrichten {m;} und den Signalen {s;(¢)}. Wird
die Nachricht m = m; tibertragen, so ist das Sendesignal s(¢) = s;(?).

e Lineare Kanalverzerrungen sind in der obigen Grafik durch die Impulsantwort /(¢) beriicksichtigt.
Auflerdem ist ein (irgendwie geartetes) Rauschen n(¢) wirksam.

e Mit diesen beiden die Ubertragung stérenden Effekten Eisst sich das am Empfinger ankommende
Signal 7(¢) in folgender Weise angeben:

r(t) = s(t) = h(t) + nlt).

e Aufgabe des (optimalen) Empfingers ist es, anhand seines Eingangssignals r(¢) herauszufinden,
welche der M moglichen Nachrichten m; — bzw. welches der Signale s;(¢) — gesendet wurde.

e Der vom Empfinger gefundene Schitzwert fiir m wird in Gleichungen durch ein ,,Circonflexe” (*)
gekennzeichnet. Im FlieBtext (HTML—Zeichensatz) ist diese Darstellung leider nicht moglich.

e Man spricht von einem optimalen Empfinger, wenn die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit den fiir die
Randbedingungen kleinstmdglichsten Wert annimmt:

ps = Pr(€&) =Pr(m £ m) = Minimum.

Hinweis: Im Folgenden wird meist () = s(f) + n(f) vorausgesetzt, was bedeutet, dass A(f) = &(¢) als
verzerrungsfrei angenommen wird. Andernfalls kdnnten wir die Signale s;(¢) als s',() = s;(¢) * h(f) neu

definieren, also die deterministischen Kanalverzerrungen dem Sendesignal beaufschlagen.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Fundamentaler Ansatz zum optimalen Empfingerentwurf (1)
Gegeniiber dem auf der vorherigen Seite gezeigten Blockschaltbild fiihren wir nun einige wesentliche
Verallgemeinerungen durch:

e Der Ubertragungskanal wird durch die bedingte Wahrscheinlichkeits dichtefunktion Pra)s)
beschrieben, welche die Anhdngigkeit des Empfangssignals 7(f) vom Sendesignal s(?) festlegt.

e Wurde nun ein ganz bestimmtes Signal 7(¢) = p(f) empfangen, so hat der Empfinger die Aufgabe,
anhand dieses Signals p(¢) sowie der M bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
Prisinp(t)]si(t)) mit i =0,... M -1
unter Berticksichtigung aller moglichen Sendesignale s;(¢) und deren Aufirittswahrscheinlichkeiten
Pr(m = m;) herauszufinden, welche der moglichen Nachrichten (m;) bzw. welches der moglichen

Signale (s;(¢)) am wahrscheinlichsten gesendet wurde.
¢ Die Schitzung des optimalen Empfingers ist also ganz allgemein bestimmt durch die Gleichung
1 = arg max payee(si(t)]p(t)) = arg max poge(map(t)).
wobei wieder beriicksichtigt ist, dass die gesendete Nachricht m = m; und das gesendete Signal
s(t) = s,(?) eineindeutig ineinander {ibergefiihrt werden konnen.

In anderen Worten: Der optimale Empfinger betrachtet diejenige Nachricht m; als die gesendete, wenn
die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p,,; ) fiir das anliegende Empfangssignal p() sowie unter
der Annahme m = m; den grofStmoglichen Wert annimmit.

Empfinger
Sender Kanal - E
- 5(2) || £ 7 3 ;;}
—_— —¢—||- F,-(m s(f) " = ———— - ——
{my (5400} 2 £ {my}
=

Bevor wir die obige Entscheidungsregel niher diskutieren, soll der optimale Empfinger entsprechend der
Grafik noch in zwei Funktionsblocke aufgeteilt werden:

e Der Detektor nimmt am Empfangssignal 7(¢) verschiedene Messungen vor und fasst diese im
Vektor r zusammen. Bei K Messungen entspricht 7 einem Punkt im K—dimensionalen Vektorraum.

e Der Entscheider bildet abhidngig von diesem Vektor den Schitzwert. Bei einem gegebenen
Vektor r = p lautet dabei die Entscheidungsregel:

1M = arg max RJ.|T(J‘”5|P3' -
i

Im Gegensatz zur oberen Gleichung tritt nun in der Entscheidungsregel eine bedingte Wahrscheinlichkeit
Py anstelle der bedingten Wahrscheinlichkeitskeitsdichtefunktion (WDF) p,,;(,) auf. Beachten Sie bitte

die Gro— bzw. Kleinschreibung fiir die unterschiedlichen Bedeutungen.
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Fundamentaler Ansatz zum optimalen Empfangerentwurf (2)

Wir betrachten nun die Funktion y = arg max p(x), wobeip(x) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(WDF) einer wertkontinuierlichen oder wertdiskreten Zufallsgrof3e x beschreibt. Im zweiten Fall besteht
die WDF aus einer Summe von Diracfunktionen mit den Wahrscheinlichkeiten als Impulsgewichte.

F 9 P{x) F 3 p{x)
] l.— ‘LI l.—
Zufallsgrifie ist 1 Zufallsgriofie
werthkontinuierlich ist wertdiskret
—] 1 I { ‘l I I >
123456785910 X 1234567825910 X

Die Grafik zeigt beispielhafte Funktionen. In beiden Fillen liegt das WDF—Maximum (17) beix = 6:
max plr) =17, y = arg max plo) = 6.
Man nennt die (bedingten) Wahrscheinlichkeiten in der Gleichung
1M = arg, max Poe(milp)
auch a—Posteriori-Wahrscheinlichkeiten. Mit dem Satz von Bayes kann hierfiir geschrieben werden:
Pr(m;) * Pr|m (p|m;)

pr(p)
Da der Term im Nenner fiir alle m; gleich ist, muss er fiir die Entscheidung nicht weiter berticksichtigt

Ruh"“”ﬁ'ﬂ} =

werden. Damit erhilt man die folgenden Regeln:

Satz 1: Die Entscheidungsregel des optimalen Empfingers, auch bekannt als M AP—-Empfanger
(die Abkiirzung steht flir Maximum—a—posteriori), lautet:

Tipap = arg e Prjr(mi|p) = arg LIRS [Pr(ms) - prjm(pm)].
Der Vorteil dieser Gleichung ist, dass die die Vorwdrtsrichtung des Kanals beschreibende bedingte
WDF p,,, (.., Ausgang unter der Bedingung Eingang”) verwendet werden kann. Dagegen verwendet die
erste Gleichung die Riickschlusswahrscheinlichkeiten P, (,,Eingang unter der Bedingung Ausgang”).
Satz 2: Ein Maximum-Likelihood-Empfianger (ML-Empfinger) verwendet die Entscheidungsregel
T =arg max peim (p|m;).
Bei diesem werden die moglicherweise unterschiedlichen Auftrittswahrscheinlichkeiten Pr(m;) fir den
Entscheidungsprozess nicht herangezogen, zum Beispiel, weil sie dem Empfinger nicht bekannt sind.

Hinweis: Im Kapitel 3.7 finden Sie eine andere Herleitung. Allgemein gilt: Bei gleichwahrscheinlichen
Nachrichten {m;} = Pr(m;) = 1/M ist der ML-Empfinger gleichwertig mit dem MAP—Empfinger:

Miatap = Ty, =Aarg max DPr|m [P|IH,:}.
?
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Das Theorem der Irrelevanz (1)

Zu beachten ist, dass der auf der letzten Seite beschriebene Empfinger nur dann optimal ist, wenn auch
der Detektor bestmoglich implementiert ist, das heiBt, wenn durch den Ubergang vom kontinuierlichen
Signal r(¢) zum Vektor » keine Information verloren geht.

Um die Frage zu kldren, welche und wieviele Messungen am Empfangssignal 7(¢) durchzufiihren sind, um
Optimalitdit zu garantieren, ist das Theorem der Irrelevanz hilfreich. Dazu betrachten wir den
nachfolgend skizzierten Empfinger, dessen Detektor aus dem Empfangssignal 7(¢) die zwei Vektoren 7

und r, ableitet und dem Entscheider zur Verfligung stellt. 7| und r, stehen mit der Nachricht m € {m;}
tiber die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte p;., .|, in Zusammenhang,

Empfinger
Sender Kanal P ¥y E
m s(0) CINR-E i
— —— Pipso T 2| ~ | S|
L 50} 5 —— E L
<5}

Die Entscheidungsregel des MAP—Empfingers lautet mit Anpassung an dieses Beispiel:
AP = Arg Max [Pr(mi) « pry.rajm (Py, palmi)] =
= arg max [Pr(mmi) - Pryjon (01 1105) + Prajerm (P2 Py )]
Hierzu ist anzumerken:
e Die Vektoren 7; und r, sind ZufallsgroBen. Ihre Realisierungen werden hier und im Folgenden mit

p1 und p, bezeichnet. Zur Hervorhebung sind alle Vektoren in der Grafik rot eingetragen.

e Die Voraussetzungen fiir die Anwendung des ,,Theorems der Irrelevanz” sind die gleichen wie die
an eine Markovkette erster Ordnung. Die Zufallsvariablen x, y, z formen dann eine solche, falls
die Verteilung von z bei gegebenem y unabhéngig von x ist:

plr.y. z) = plx) - ply|x) - plz|y) anstelle von p(x.y.z) = plx) - ply|x) - plz|z.y).
e Der optimale Empfinger muss im allgemeinen Fall beide Vektoren r; und », auswerten, da in

obiger Entscheidungsregel beide Verbundwahrscheinlichkeitsdichten p,. ,, und p,. (,, , auftreten.

® Dagegen kann der Empfiinger ohne Informationseinbuf3e die zweite Messung vernachlissigen, falls
r, bei gegebenem r; unabhéngig von der Nachricht m ist:
Prafri.m (02| Py ”*’i} = Pra|r (P2|P1} -
¢ Indiesem Fall lasst sich die Entscheidungsregel weiter vereinfachen:
FAAP = ATg MAX [Pr(mi) - pryjm (py M) - Propey.m (sl Py, mi)] =
= arg max [Pr(mmi) « Pryjon (21 |105) + Projey (P2lpy)] =

= arg max [Pr(m;) - ppjm (pi]m,)].
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Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Das Theorem der Irrelevanz (2)

Betrachten wir zur Verdeutlichung des soeben vorgestellten Theorems der Irrelevanz zwei verschiedene
Systemkonfigurationen mit jeweils zwei Rauschtermen n; und n,. Anmerkung: Alle vektoriellen Groen

sind rot eingezeichnet und s, n und n, seien jeweils unabhéingig voneinander.

- | iy
r, ist irrelevant 1
—>» Sender + < > -E —
{?'?'.‘i-} _.;:: {m.}
e 5
=
ry ist relevant
” rn=s+n 7
— Sender > '%'- —
{m;} = |
]
-
)
HB=RrtH, | E
» =

Die Analyse dieser beiden Anordnungen liefert folgende Ergebnisse:
¢ Der Entscheider muss in beiden Féllen die Komponente r; = s + n; beriicksichtigen, da nur diese
die Information iiber das Nutzsignal s und damit tiber die gesendete Nachricht m liefert.
¢ Bei der oberen Konfiguration enthlt 7, keine Information tiber m, die nicht bereits von r; geliefert
wurde. Vielmehr ist 7, = r; + n, nur eine verrauschte Version von 7 und hangt nur vom Rauschen

n, ab, sobald r; bekannt ist = r, ist irrelevant:

Prafrr.m (PalPr. M) = Propry (P2]P1) = Pra (P2 — P41 -

¢ Bei der unteren Konfiguration ist dagegenr, =n; + n, fiir den Empfinger hilfreich, da dadurch
dem Empfinger ein Schitzwert fiir den Rauschterm n; geliefert wird = r, sollte nicht verworfen
werden. Formal Iisst sich dieses Resultat wie folgt ausdriicken:
Profry.m (P2]P1. Mi) = DProjny.m (Palpy — 8. mi) =

Prajni.m (P2 — p1+ 8ilpy — i, m;) =

= pn.(po—p1+8i).

Da nun im Argument dieser Funktion die Nachricht (s;) erscheint, ist 7, nicht irrelevant.
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Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren Abschnitt: 4.2 Struktur des optimalen Empféangers

Einige Eigenschaften des AWGN-Kanals (1)
Um weitere Aussagen {iber die Art der optimalen Messungen des Vektors # machen zu konnen, ist es
notwendig, die den Kanal charakterisierende (bedingte) Wahrschemlichkeitsdichtefunktion p,y(,) Weiter

zu spezifizieren. Im Folgenden wird die Kommunikation iber den AWGN-Kanal betrachtet, dessen
wichtigste Eigenschaften hier nochmals kurz zusammengestellt werden:

e Das Ausgangssignal des AWGN—Kanals ist 7(t) = s(t) + n(f), wobei s(¢) das Sendesignal angibt
und 7(¢) durch einen Gauflschen Rauschprozess dargestellt wird.

e Ein Zufallsprozess {n(¢)} ist gauBisch, falls die Elemente der k—dimensionalen Zufallsvariablen
{n(ty), ..., n(t;)} gemeinsam gauBverteilt sind (,, Jointly Gaussian”™).

e Der Mittelwert des AWGN—Rauschens ist E[n(f)] = 0. Auerdem ist n(z) weill, was bedeutet,
dass das Leistungsdichtespektrum (LDS) fiir alle Frequenzen (von — o bis + o) konstant ist:
. (f) = No/2.

e Nach dem Wiener—Chintchine—Theorem ergibt sich die Autokorrelationsfunktion (AKF) als
die Fourierriicktransformierte von @, (f):

¢n(T) = E[n(t) - n(t + 7)) = No/2- a(t)

= E[n(t) -nt+7)] = { 0 fir 7 £ 0.

® N, gibt dabei die physikalische (nur fiir /> O definierte) Rauschleistungsdichte an. Der konstante
LDS—Wert (Ny2) und das Gewicht der Diracfunktion in der AKF (ebenfalls Ny2) ergibt sich
allein durch die zweiseitige Betrachtungsweise.

Weitere Informationen zum AWGN-Kanal liefert das Lernvideo Der AWGN—-Kanal — Teil 2.
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Einige Eigenschaften des AWGN-Kanals (2)
Aus dem vorletzten Statement auf der letzten Seite geht hervor, dass

¢ reines AWGN—Rauschen n(?) stets eine unendliche Varianz (Leistung) aufiveist: an2 - 00,
¢ in der Realitdt demzufolge nur gefiltertes Rauschen n'(¢) = n(¢) * h,,(¢) auftreten kann.

Mit der Impulsantwort £,,(f) und dem Frequenzgang H,,(f) = F[4,,(¢)] gelten dann folgende Gleichungen:

E[n'(t)]] = E[n(t)] =0,
Do (f) = Noj2- [H,(f),
onr(T) = Nof2 - [alT) # (7).
02 = Pl =0)= No/2- / TR at = No/2 - <hu(t). ha(t)> =
+oc o +oc
_ /x G (f) df = Ny /2 - /1 |Ha(f)Pdf .

Im Folgenden beinhaltet n(¢) stets implizit eine Bandbegrenzung; auf die Schreibweise n'(f) wird also
zukiinftig verzichtet.

Ahnlich wie das Sendesignal s(f) Iisst sich auch der Rauschprozess n(f) als gewichtete Summe von
orthonormalen Basisfunktionen ¢(f) schreiben. Im Gegensatz zu s(?) ist allerdings nun eine Beschrénkung

auf eine endliche Anzahl an Basisfunktionen nicht mdglich. Vielmehr gilt bei rein stochastischen Gréf3en
N

n(t) = lim » n;- w;(t),

=1
wobei der Koeflizient 7; durch die Projektion von n(?) auf die Basisfunktion ¢ (#) bestimmt ist:
n; = <n(t). p;(t)> .
Hinweis: Um eine Verwechslung mit den Basisfinktionen ¢(f) zu vermeiden, wird im Folgenden die

AKF ¢,,(7) des Rauschprozesses stets nur noch als der Erwartungswert E[n(?) - n(z + 7)] ausgedriickt.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 17 1 56 Technische Universitat Minchen



Buch: Digitalsignaliibertragung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
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Optimaler Empfanger fiir den AWGN-Kanal (1)

Auch das Empfangssignal () = s(¢) + n(t) lasst sich in bekannter Weise in Basisfunktionen zerlegen:

rit) = Zr‘},- - ;(t) .
J=1
Zu berticksichtigen ist:

¢ Die M moglichen Sendesignale {s;(#)} spannen einen Signalraum mit insgesamt N Basisfunktionen
01(®), ..., () auf.

* Diese N Basisfnktionen ¢(f) werden gleichzeitig zur Beschreibung des Rauschsignals n(f) und
des Empfangssignals 7(¢) verwendet.

e Zur vollstindigen Charakterisierung von n(¢) bzw. r(f) werden nun aber dariiber hinaus noch
unendlich viele weitere Basisfunktionen ¢p.1(%), @ y1o(2), ... bendtigt.

e Damit ergeben sich die Koeffizienten des Empfangssignals 7(¢) gemidl folgender Gleichung, wobei
berticksichtigt ist, dass die Signale s;(¢) und das Rauschen n(#) voneinander unabhéingig sind:

rp = <r(t), pi(t)>=

<si(t), @;(t) > + <nlt), p;(t) > =s;+n; j=12.....N.
<n(t), g;i(t) > =mn; j=N.

Somit ergibt sich fiir den optimalen Empfinger die folgende Struktur.

vom ?'(f} Py }J!\I [ = {MI}
TAWCN Kanal “'*: » (r(D. o)) F——» >

— (@ 0,0) —>

bei farbigem - -
~“Rauscnen - [ D) :

—> (r(0. 0(0) —>

-
Entscheider

— {70 O (D) ) —H

—> (7). P ) —>

. —_—

}

Die Bildbeschreibung folgt auf der ndchsten Seite.
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Optimaler Empfanger fiir den AWGN-Kanal (2)

Betrachten wir zundchst wieder den AWGN-Kanal. Hier kann auf das Vorfilter mit dem Frequenzgang
W(f) verzichtet werden, das in der Grafik flir farbiges Rauschen vorgesehen ist.

M
t m € {m;}
ia:ﬁré%?ﬁ;n;r""';é} o (0. 0.0) [ >

— (@ 0.0) —>

hei farbigem - *
~“Rauschen ") :

—> (r(@. 0(0) —>

-
Entscheider

— { (@), @q(D) } —>

—> {7(D): Oy (D ) —>

- PR

'

Der Detektor des optimalen Empfingers bildet die Koeffizienten 7; = D), q)j(t)> und reicht diese an den
Entscheider weiter. Basiert die Entscheidung auf samtlichen — also unendlich vielen — Koeffizienten 7;, so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung minimal und der Empfiinger optimal.
Die reellwertigen Koeffizienten 7; wurden auf der letzten Seite wie folgt berechnet:
N Sij + 1 j=12 ...N.
e ; j> N.
Nach dem Theorem der Irrelevanz [isst sich zeigen, dass flir additives weilles Gau3sches Rauschen
e die Optimalitdt nicht herabgesetzt wird, wenn man die nicht von der Nachricht (s;;) abhingigen
Koeffizienten 741, 7+, ... nicht in den Entscheidungsprozess einbindet, und somit
e der Detektor nur die Projektionen des Empfangssignals 7(¢) auf die N durch das Nutzsignal s(z)
vorgegebenen Basisfunktionen ¢(?), ... , () bilden muss.
In der Grafik ist diese signifikante Vereinfachung durch die graue Hinterlegung angedeutet.
Im Fall von farbigem Rauschen = Leistungsdichtespektrum @, (f) # const. ist lediglich zusétzlich ein

Vorfilter mit dem Amplitudengang
1
W) = ——=
Vv @a(f)

erforderlich. Man nennt dieses Filter auch ,,Whitening Filter”, da die Rauschleistungsdichte am Ausgang
wieder konstant, also ,,weif3” ist. Genaueres hierzu finden Sie im Kapitel 5.4 des Buches ,,Stochastische
Signaltheorie™.
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Implementierungsaspekte

Wesentliche Bestandteile des optimalen Empfingers sind die Berechnungen der inneren Produkte gemaf3
den Gleichungen r; = (1), j(t)>. Diese konnen auf verschiedene Art und Weise implementiert werden:

¢ Beim Korrelationsempfanger (Ndheres zu dieser Implementierung finden Sie im Kapitel 3.7)
werden die inneren Produkte direkt entsprechend der Definition mit analogen Multiplizierern und
Integratoren realisiert:

ri = /H r(t) - p;(t) dt.

o

e Der Matched-Filter—Empfanger, der bereits im Kapitel 1.2 dieses Buches hergeleitet wurde,
erzielt mit einem linearen Filter mit der Impulsantwort /1(f) =¢{T —1?) und anschlieender

Abtastung zum Zeitpunkt ¢ = 7" das gleiche Ergebnis:

ri = /+Ir'(T}-IrJ-|:a‘—T}rlT= /+II'|:T}-TSJ.'|:T—T+T}EIT

- W — O

@1
) 0 I 7 a0 7
| (0. 00— X | ar [ oI D|—To—>
—i
Lineares Produkt Korrelationsempfinger Matched-Filter-Empfinger

Die Abbildung zeigt die beiden moglichen Realisierungsformen des optimalen Detektors. Bevor wir uns
im folgenden Kapitel der optimalen Gestaltung des Entscheiders und der Berechnung und Anndherung
der Fehlerwahrscheinlichkeit zuwenden, erfolgt zundchst eine fiir den AWGN-Kanal giiltige statistische
Analyse der Entscheidungsgrofien 7.
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Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion der Empfangswerte

Betrachten wir nochmals den optimalen Bindrempfinger fiir die bipolare Basisbandiibertragung iiber den
AWGN-Kanal, wobei wir von der flir Kapitel 4 giiltigen Beschreibungsform ausgehen. Bei N = 1 und
M = 2 ergit sich fiir das Sendesignal die in der linken Grafik dargestellte Signalraumkonstellation

* mit nur einer Basisfunktion ¢,(¢), wegen N = 1,
¢ mit den beiden Signalraumpunkten s; € {s, s;}, wegen M = 2.

25,
5(;) f’ \\ p{f) lf’ \\l
;‘1 | ;‘-‘3 h R ;1 N, :3 o
_E I JE o0 E ' E " oy(0)

Fiir das Signal am Ausgang des AWGN—Kanals,
r(t) = s(t) + n(t).

ergibt sich im rauschfreien Fall = 7(¢) = s(¢) die genau gleiche Konstellation; die Signalraumpunkte liegen
somit bei

o = &) = \/{E =5 = —\-"IE
Bei Bertiicksichtigung des (bandbegrenzten) AWGN—Rauschens n(%) tiberlagern sich den beiden Punkten

ro und 1 jeweils GauBkurven mit der Varianz 6,> = Streuung o, (siehe rechte Grafik). Die WDF der

Rauschkomponente 7 lautet dabei:

1 n’
paln) = N exp | —5 5| -

Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte, dass der Empfangswert p anliegt, wenn s; gesendet wurde,
ergibt sich dann folgender Ausdruck:

1 _ 5 )2
pf.|x[,r;||-‘>',-} = ﬂ * EXp {—%} -

Zu den Einheiten der hier aufgefiihrten Grof3en ist zu bemerken:

® 1y=Sp 1 = S sowie n sind jeweils Skalare mit der Einheit ,,Wurzel aus Energie”.

e Damit ist offensichtlich, dass g,, ebenfalls die Einheit ,,Wurzel aus Energie” besitzt und anz eine

Energie darstell.

e Beim AWGN-Kanal ist die Rauschvarianz g, = Ny/2. Diese ist also ebenfalls eine physikalische
Grofle mit der Einheit W/Hz = Ws.
Die hier angesprochene Thematik wird in der Aufgabe A4.6 an Beispielen verdeutlicht.
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N-dimensionales Gauf3sches Rauschen (1)

Liegt ein N—dimensionales Modulationsverfahren vor, das heifit, es git mit 0 <i<M—-1und 1 <j < N:
“} = Z Sig ‘l‘;_.'“} = 51" «r}']“} + 59 \I.}'_J“} T+ TSN \r/ﬂ‘u“}

= 8 = (81,82, ... Sin )

so muss der Rauschvektor n ebenfalls mit der Dimension N angesetzt werden, und das gleiche gilt auch
fir den Empfangsvektor 7 :

n={n.ne...nx). r=I_r.r...ry).

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) lautet dann flir den AWGN—Kanal mit der Realisierung #
des Rauschsignals

1 2
Pnln) = ———— -exp [— M] :

(V27 -0, 20,
und fiir die bedingte WDF in der ML—Entscheidungsregel ist anzusetzen:

EJTIE(P|SE} = Dn|slp — si|si) =

1 — 5|2
_ m[ llﬁ'r}_sll} |
(\..-’2? U;,J

Die Gleichung ergbt sich aus der allgemeinen

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

Darsteling  der N—dimensionalen Gauf3schen
WDF in Kapitel 4.7 des Buches ,.Stochastische
Signaltheorie” unter der Voraussetzung, dass die
Komponenten unkorreliert (und somit statistisch
unabhdngig) sind. ||| bezeichnet man als die

Norm (Linge) des Vektors 7.

Dargestellt ist die zweidimensionale Gau3—WDF \ : ' —
pn(m) der 2D-ZufallsgroBe n = (ny, ny) . Die

Bildbeschreibung folgt auf der nichsten Seite.

D 2010 www LNTwww.de
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Zu der dargesteliten 2D—WDF ist anzumerken:

N-dimensionales Gauf3sches Rauschen (2)

I Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

Pry,n (1 112)

Die Dichtefunktion bezieht sich auf die Zufallsgréle n = (17, n,). Realisierungen hiervon werden
mit 7 = (171, 17p) bezeichnet. Die Gleichung der dargestellten Glockenkurve lautet:

Prvnz (111,712) 1 exXp {
i VL2 = T — a3t ah —
(V27 )

2a?

i

i + ué’}

Das Maximum dieser Funktion liegt bein; =7, = 0 und hat den Wert 27 - 6,,2. Mit 0,2 = N,y/2
lasst sich die 2D-WDF in Vektorform auch wie folgt schreiben:

1 IIWIIE}
I = ——.exXp | ———| .
! I:T:"} - Ny : |: Ny

Diese rotationssymmetrische WDF eignet sich zum Beispiel fiir die Beschreibung/Untersuchung
eines linearen zweidimensionalen Modulationsverfahrens wie QAM, M—PSK oder 2—FSK.

Oft werden zweidimensionale reelle Zufallsgro8en aber auch eindimensional-komplex dargestellt,
meist in der Formn(f) = ny(t) + j - nq(?). Die beiden Komponenten bezeichnet man dann als

Inphaseanteil ny und Quadraturanteil ng des Rauschens.
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion hdangt nur vom Betrag |n(z)| der Rauschvariablen ab und
nicht von Winkel arc n(¢). Das heif}t: Komplexes Rauschen ist zirkuldr symmetrisch (siehe Grafik).
Zirkulir symmetrisch bedeutet auch, dass Inphasekomponente 7; und Quadraturkomponente ¢,
die gleiche Verteilung aufweisen und damit auch gleiche Varianz (Streuung) besitzen:

E[ni(t)] = E[ng(t)] =02,
En(t) - n'(t)] = = E[n{(t)] +E [nglt)] = 207.

Abschlielend noch einige Beschreibungsformen fiir GauB3sche Zufallsgrof3en:

v = N(p.o?): reelle gaussverteilte ZG . Mittelwert p. Varianz o°.
y = CN(u. c*): komplexe gaussverteilte ZG .
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Optimale Entscheidung bei binidrer Ubertragung (1)

Wir gehen hier von einem Ubertragungssystem aus, das wie folgt charakterisiert werden kann: 7 = s + n:

Der das Ubertragungssystem vollstindig beschreibende Vektorraum wird von N = 2 zueinander
orthogonalen Basisfunktionen ¢{(¢) und ¢,(#) aufgespannt.

Demzufolge ist auch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des additiven und weien GauBschen
Rauschens zweidimensional anzusetzen, gekennzeichnet durch den Vektor n = (1, ny).

Es gibt nur zwei mogliche Sendesignale (M = 2), die durch die beiden Vektoren sy = (¢, Sgp) und

$1 = (511, S12) beschrieben werden:

solt) = so1-@alt) + soz2- walt).
sift) = s1-ealt) + s12- palt).

Die beiden Nachrichten m < s, und m; < s; sind nicht notwendigermafen gleichwahrscheinlich.

Aufgabe des Entscheiders ist es nun, fiir den gegebenen Empfangsvektor 7 einen Schitzwert nach
der M AP-Entscheidungsregel anzugeben. Diese lautet im vorliegenden Fall:

it = arg max [Pr(m;) - prjm(p|mi)] € {m;} mit r=p=(p.p2).

Im hier betrachteten Sonderfall N = 2 und M = 2 partitioniert der Entscheider den zweidimensionalen
Raum in die zwei disjunkten Gebiete /; und /;, wie in der nachfolgenden Grafik verdeutlicht. Liegt der

Empfangswert in /j, so wird als Schétzwert m ausgegeben, andernfalls m;.

0:()/E” 0y (OVE"?

Pr(my) = 1/2, Pr(m,) = 1/ Primy) = 3/4, Pr(m,) =1/4

Die Herleitung und Bildbeschreibung folgt auf der nichsten Seite.
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Optimale Entscheidung bei binidrer Ubertragung (2)

Beim AWGN-Kanal und M = 2 lautet somit die Entscheidungsregel: Man entscheide sich immer dann
fiir die Nachricht m,, falls folgende Bedingung erftillt ist:

Pr(myg) -exp | —

| ! -
llp= sl > Pram,) - exp | oL llo sl

202 202
Die Grenzlinie zwischen den beiden Entscheidungsregionen /; und /; erhdlt man, wenn man in obiger
Gleichung das GroBerzeichen durch das Gleichheitszeichen ersetzt und die Gleichung etwas umformit:

| — sol|* — 202 -In [Pr(mo)] = ||p — s1||* — 2072 - In [Pr{m )]

Pr(my)

2 _ 2 2
= sl = llsoll*+ 202 - In gty

=2.p" (81— s0).

Aus dieser Gleichung erkennt man:
* Die Grenzkurve zwischen den Regionen / und /; ist eine Gerade, da die Bestimmungsgleichung
linear im Empfangsvektor p = (p1, p,) ist.
® Bei gleichwahrscheinlichen Symbolen verlduft die Grenze genau in der Mitte zwischen s und s;
und um 90° verdreht gegeniiber der Verbindungslinie zwischen den Sendepunkten (linke Grafik):
[Is1* = [Isol|* = 2 p™ - (51— s0).
e Fiir Pr(m) > Pr(m,) ist die Entscheidungsgrenze in Richtung des unwahrscheinlicheren Symbols

(s7) verschoben, und zwar um so mehr, je groer die AWGN—Streuung o,, ist.

L O2DEL? LO(/EL"

Pr{my) = 1/2, Pr(m,) =112 Pr{my) = 3/4, Pr(m,) =1/4

Die griin—durchgezogene Entscheidungsgrenze im rechten Bild sowie die Entscheidungsregionen 7, (rot)
und /; (blau) gelten fiir die Streuung o,, = 1 und die gestrichelten Grenzlinien firr g,, = 0 bzw. g,, = 2.
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Gleichwahrscheinliche Bindrsymbole — Fehlerwahrscheinlichkeit (1)

Wir gehen weiterhin von einem Bindrsystem aus (M = 2), betrachten aber nun den einfachen Fall, dass
dieses durch eine einzige Basisfunktion beschrieben werden kann (N = 1). Die Fehlerwahrscheinlichkeit
hierfiir wurde bereits in Kapitel 1.2 berechnet.

Mit der fiir Kapitel 4 gewahlten Nomenklatur und Darstellungsform ergibt sich folgende Konstellation:
® Der Empfangswert » = s + n — nunmehr ein Skalar — setzt sich aus dem Sendesignal s € {s, s;}
und dem Rauschterm n zusammen. Die Abszisse p bezeichnet eine Realisierung von r.

E1/2

® Die Abszisse ist auf die Bezugsgrofie normiert, wobei die Normierungsenergie £ keine

herausgehobene physikalische Bedeutung hat.

e Der Rauschterm  ist gauBverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 0,2, Die Wurzel aus der

Varianz (o,,) wird als Effektivwert oder Streuung bezeichnet.

¢ Die Entscheidergrenze G unterteilt den gesamten Wertebereich von r in die beiden Teilbereiche 1,

(in dem unter anderem s, liegt) und /; (mit dem Signalwert s;).

e Istp > G, so liefert der Entscheider den Schétzwert m,),, andernfalls m. Hierbei ist vorausgesetzt,

dass die Nachricht m; mit dem Sendesignal s; eineindeutig zusammenhéngt: m; < s;.

Pr{mﬂ} = 1""-:! Pr{ml} =1/2 'pr ml[ﬁlnzl} -lur|m :Epl.i'ﬂu]

> plE1?

=0 5

Die Grafik zeigt die bedingten (eindimensionalen) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen p, 0 und py;n1

fiir den hier betrachteten AWGN—Kanal, wobei gleiche Symbolwahrscheinlichkeiten vorausgesetzt sind:
Pr(mg) = Pr(m;) = 0.5. Dementsprechend ist die (optimale) Entscheidergrenze G = 0.

Man erkennt aus dieser Darstellung:
® Istm=myund damits =sp=2"-FE y 2, so kommt es nur dann zu einer Fehlentscheidung, wenn 7,

die Realisierung der Rauschgrof3e n, kleiner ist als —2 - E 172
¢ Indiesem Fallist p <0, wobeip eine Realisierung des Empfangswertes r bezeichnet.

Die Bildbeschreibung wird auf der ndchsten Seite fortgesetzt.
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Gleichwahrscheinliche Bindrsymbole — Fehlerwahrscheinlichkeit (2)

Pr{mg) = 1/2, Pr(m,;) = 1/2 Prim, (Plimty) Prim (Plirtg)

» plE 12

Kommen wir nun zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit:
¢ Bei AWGN-Rauschen mit dem Effektivwert (Streuung) o,, erhdlt man in diesem Fall, wie bereits
in Kapitel 1.2 mit anderer Nomenklatur berechnet wurde:

o=l —&0
Pr(lmo) = [ poimalolmo)dp = [ puj o) by =

= f P (I}} d]‘.-lI = f pu“?} d]‘.-lI = Q I:Sﬂ,-":gu} .

e Bei der Herleitung der Gleichung wurde berticksichtigt, dass das AWGN—Rauschen 7 unabhéngig
vom Signal (m oder my) ist und eine symmetrische WDF besitzt. Verwendet wurde zudem das

komplementire Gauf3sche Fehlerintegral

1<
Q[,r}zﬁ] e du.

e Entsprechend gilt fir m=m; = s=s;=-2-E%

Préem) = [ pormlolmi)do = [ pu(n)dn =Q(=si/e.) .

e Mit dem Abstand d =s; —sy der zwei Signalraumpunkte lassen sich die beiden Ergebnisse

zusammenfassen, wobei noch Pr(m) + Pr(m;) = 1 zu berticksichtigen ist:

Pr(&|mg) = Pr(&|my) = Q(d/(20,))
= Pr(€) = Pr(mg)-Pr(&|mg) + Pr(my) - Pr(&|m,) =
= [Pr(mg) +Pr(m,)]- Q(d/(20,)) = Q(d/(20,)) .
Diese Gleichung gilt unter der Voraussetzung G = 0 ganz allgemein, also auch fiir Pr(m) # Pr(m;). Bei

nicht gleichwahrscheinlichen Symbolen lisst sich allerdings die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit durch eine
andere Entscheidergrenze verkleinern.

Hinweis: Die hier genannte Gleichung gilt auch dann, wenn die Signalraumpunkte keine Skalare sind,
sondern durch die Vektoren s und s beschrieben werden. Der Abstand d ergibt sich dann als die Norm

des Differenzvektors:

d= |81 — sul.
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Gleichwahrscheinliche Bindrsymbole — Fehlerwahrscheinlichkeit (3)

Betrachten wir nun nochmals die Signalraumkonstellation von der ersten Seite dieses Kapitels mit den
Werten sy/E 1/2 - (3.6, 0.8) und s,/E /2 - (0.4, 3.2). Hier betrigt der Abstand der Signalraumpunkte

also der genau gleiche Wert wie fiir sy/EV/2 = (2, 0) und s/EV2 = (-2, 0). Die AWGN-Rauschvarianz

betrdgt jeweils an2 = Ny/2.

2 22E 1z RAGE 12

Il I-l} 51

®
=1 XY

.. .
o (E?

Die Abbildungen zeigen diese beiden Konstellationen und lassen folgende Gemeinsamkeiten bzw.
Unterschiede erkennen:

® Wie bereits gesagt, sind sowohl der Abstand der Signalpunkte von der Entscheidungsgeraden
d2=2-E Y 2) als auch der AWGN—Kennwert g,, in beiden Fillen gleich.

e Daraus folgt: Die beiden Anordnungen fiihren zur gleichen Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn man
den Parameter E (eine Art Normierungsenergie) konstant Isst:
Pr(Symbolfehler) = Pr(€£) = Q(d/(20,)) .

¢ Bei gegebener mittlerer Energie pro Symbol (E) ist jedoch die linke Konstellation (£ = 4 - E)
der rechten (E; = 24 - E) deutlich tiberlegen: Die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich mit
weniger Energie.

Auf diesen Sachverhalt wird in der Aufgabe Z4.6 noch im Detail eingegangen. Die Kreise in obiger
Grafik veranschaulichen die zirkulire Symmetrie von 2D-AWGN—-Rauschen.
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Nicht gleichwahrscheinliche Bindrsymbole — Schwellenoptimierung (1)

Gilt Pr(mg) # Pr(m;), so kann man durch eine Verschiebung der Entscheidungsgrenze G eine etwas

kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit erreichen. Die nachfolgenden Ergebnisse werden ausfiihrlich in der
Musterlosung zur Aufgabe A4.7 hergeleitet:

® Bei ungleichen Symbolwahrscheinlichkeiten liegt die optimale Entscheidungsgrenze G, zwischen
den Regionen /; und /; ndher beim unwahrscheinlicheren Symbol.

¢ Die normierte optimale Verschiebung gegeniiber der Grenze G = 0 bei gleichwahrscheinlichen

Symbolen betragt
Gu:l 2 F -
':‘u;:t:—uzz.g_g,ln l[ln]}l
) (- Pr(my)

¢ Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist dann gleich
Pr(&) = Pr(mg) - Q[d/(200) - (1 — Yop)] + Pr(mq) - Q [d/ (200 ) - (1 + Yopt)] -

Beispiel: Fiir das Folgende gelte
so=(2-VE. 0), 8y=(-2-VE. 0), = d=2.VE, 0,=VE.

Bei gleichwahrscheinlichen Symbolen ergibt sich die optimale Entscheidergrenze zu G, = 0. Damit
erhdlt man fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit:

Pr(€) =Q(d/(20,)) = Q(2) = 2.26%.

Pr(m,) 'Pr|m1[P|”*1} Pr(om,) 'Prlm:(pl-'nﬂ]

Pr(my) = 1/2, Pr(m,) = 1/2:
ps=2.27%

; : > HIE1?
s? Git =0 Tsu
Pr(my) -, () | Pr(omy) “Pyim (Plr1tg)
Pr{m,) = 3/4, Pr(m,) = 1/4:
pe=1.92%
2
: ; > JEL?
T Git =0 T

51

Die Beschreibung der unteren Grafik folgt auf der nichsten Seite.
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Nicht gleichwahrscheinliche Bindrsymbole — Schwellenoptimierung (2)

Fortsetzung des Beispiels:
Wir betrachten nun ungleiche Symbolwahrscheinlichkeiten, wie fiir das untere Bild vorausgesetzt:

Pr(mop) =3/4, Pr(my)=1/4.

Pr(m,) -p, ml(PP”l} Pr(m,) -Pr|m:(P|mn]

Pr{mg) = 1/2, Pr(m,) = 1/2: o JE"
ps=2.27%

o

Pr(m,) -p, Ml[plml} Pr(my) - pﬂmz(plmu]

Pr(my) = 3/4, Pr(m,) = 1/4:
ps=1.92%

oy

=PE 12

:r Giﬁi'} T

51 50

Die weiteren Systemgrof3en seien gegeniiber der oberen Grafik unverandert:
so=(2-VE. 0), 8 =(-2. V'E. 0), = d=2.VE. o,=VE.
In diesem Fall betrdgt der optimale (normierte) Verschiebungsfaktor

a? Pr(m;, ) E 1/4
y=2.%2.1 1. In =L
(T  Prmg)  C16-E 3/4

== —0.14 .

was einer Verschiebung um 14% hin zum unwahrscheinlicheren Symbol s; (also nach links) bedeutet.
Dadurch wird die Fehlerwahrscheinlichkeit geringfligig kleiner als bei gleichwahrscheinlichen Symbolen:
Pr(€£) = 0.75-Q(2-1.14) +0.25.Q(2- 0.86) =
= 0.75-0.0113 4+ 0.25 - 0.0427 == 1.92'% .
Man erkennt aus diesen Zahlenwerten: Durch die Schwellenverschiebung wird nun zwar das Symbol s;

starker verfdlscht, das wahrscheinlichere Symbol s, jedoch iiberproportional weniger.

Das Ergebnis sollte nicht zu Fehlinterpretationen flihren. Im unsymmetrischen Fall = Pr(m) # Pr(m;)
ergibt sich zwar eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit als fiir Pr(m) = Pr(m;) = 0.5, aber mit jedem
Symbol kann auch nur weniger Information {ibertragen werden, bei den gewidhlten Zahlenwerten
0.81 bit/Symbol statt 1 bit/Symbol. Aus informationstheoretischer Sicht ist Pr(m)) = Pr(m;) optimal

Anmerkung: Bei Pr(mg) # Pr(m;) missen nun die absoluten Wahrscheinlichkeitsdichefunktionen

Pr(m;) - py, ml_(p | m;) betrachtet werden. Der formale Parameter p gibt dabei wieder eine Realisierung

der AWGN—ZufallsgroB3e r = s + n an. Im Folgenden wird dieser Sachverhalt berticksichtigt.
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Entscheidungsregionen im nichtbindren Fall (M > 2)

Allgemein partitionieren die Entscheidungsregionen /; den N—dimensionalen reellen Raum in M zueinander

disjunkte Gebiete. /; ist definiert als die Menge aller Punkte, die zum Schitzwert m; fiihren:

peli = m=m; wobel
I; = {p € R |Pr(m;) - pr |mlp|mi) = Pr(mg) - prjm(plme) ¥k # i} .
Die Form der Entscheidungsregionen /; (i = 0, ... , M —1) im N—dimensionalen Raum héingen von den
bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen p,,,, ab, also vom betrachteten Kanal. In vielen Fallen —
so auch beim AWGN-Kanal — sind die Entscheidungsgrenzen zwischen je zwei Signalpunkten Gerade,
was die weiteren Betrachtungen deutlich vereinfacht.
Beispiel: Die Grafik zeigt die Entscheidungsregionen Iy, 7; und 7, fiir ein Ubertragungssystem mit den
Parametern N = 2 und M = 3. Die normierten Sendevektoren sind dabei

8p = [2 2} 8 = |:1 3} 81 = I:l —1::'.

0, ())/E1?
3
Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden:

® Bei gleichen Symbolwahrscheinlichkeiten,
Pr(mg) = Pr(mi) = Pr(m3) = 1/3.

verlaufen die Grenzen zwischen jeweils zwei
Regionen stets geradlinig, mittig und
rechtwinklig zu den Verbindungsgeraden.

e Bei ungleichen Symbolwahrscheinlichkeiten _'1
sind die Entscheidungsgrenzen dagegen jeweils
in Richtung des unwahrscheinlicheren Symbols
(parallel) zu verschieben, und zwar umso

weiter, je groer die AWGN-Streuung o, ist.

Nachdem die Entscheidungsregionen /; festliegen, kann man die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit des

Gesamtsystems berechnen. Auf den nichsten Seiten benutzen wir folgende Bezeichnungen, wobei wir
aufgrund der Einschrinkungen durch den verwendeten HTMIL—Zeichensatz im FlieBtext manchmal
andere Namen als in Gleichungen verwenden miissen:

¢ Symbolfehlerwahrscheinlichkeit:
Pr(£) = Pr(Symholfehler) .
e Wahrscheinlichkeit fiir korrekte Entscheidung:
Pr(C) =1 —Pr(€) = Pr(korrekte Entscheidung) .
¢ Bedingte Wahrscheinlichkeit einer korrekten Entscheidung unter der Bedingung m = m;;:

Pr(C|m;) =1 — Pr(&£|m;).
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Fehlerwahrscheinlichkeitsberechnung im nichtbinidren Fall (1)

Mit den Definitionen der letzten Seite gilt fiir die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Entscheidung;

M1 M1
Pr(C) = z Pr(m;) - Pr(C|m;) = z Pr(m;). Pr(r € I;|m;) =

i=0 i=0

M1

— ZF‘rl:m,-} -/Pﬂru(ﬂ“”j} dp.
oI

=0 i
Fiir den AWGN—Kanal gilt dabei entsprechend Kapitel 4.2:
Pr(C|m;) = 1 —Pr(&|m;) = _; : / exp {—i] lp—s:||*] dp.
[\/Eﬁ ) fJ-rJ}"Il o EU;

Dieses Integral muss im allgemeinen Fall numerisch berechnet werden. Nur bei einigen wenigen, einfach
beschreibbaren Entscheidungsregionen {/;} ist eine analytische Losung moglich.

Beispiel: Beim AWGN-Kanal liegt eine 2D—-GauBBglocke um den Sendepunkt s;, in der linken Grafik

erkennbar an den konzentrischen Hohenlinien. Etwas wilkkiirlich ist zudem die Entscheidungsgerade G
eingezeichnet. Rechts dargestellt ist in einem anderen Koordinatensystem (verschoben und gedreht)
allein die WDF der Rauschkomponente.

L2()E 1 JR(OE 12
. G . G

""" i X . 0.0, 1
> 0, () E1?

> (VEL2

I I I,

Die Grafik ldsst sich wie folgt interpretieren:
¢ Die Wahrscheinlichkeit, dass der Empfangsvektor nicht in das Gebiet /; fillt, sondern in das rot
hinterlegte Gebiet /., ist Q(A/o,,). A ist der Abstand zwischen s; und G und g,, der Effektivwert
(Wurzel aus der Varianz) des AWGN—Rauschens. Q(x) ist die Gau3sche Fehlerfunktion.
e Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis 7 € I; gleich dem Komplementérwert

Pr(C|m;) =Pr(r € I;|m;) =1 — Q(A/o,).
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Fehlerwahrscheinlichkeitsberechnung im nichtbindren Fall (2)

Wir betrachten nun die auf der letzten Seite angegebenen Gleichungen
M1

Pr(C) = Z Pr(m;) . Pr(C|m;) mit Pr(C|m;) = / Prim(p|m;) dp
J.

i={

etwas genauer, wobei wir wieder von zwei Basisfunktionen (V = 2) und den drei Signalraumpunkten s,
s1 und s, (also M = 3) ausgehen. Die Entscheidungsregionen /), /; und 7, sind bestmoglich gewéhlt. Das
AWGN-Rauschen ist in der Skizze durch jeweils drei kreisformige Hohenlinien angedeutet.

: o, (HEL?
Man erkennt aus dieser Darstellung: 4 20

e Unter der Voraussetzung, dass m =m;
< s =s; gesendet wurde, wird nur dann
eine richtige Entscheidung getroffen, wenn
der Empfangswert » in der Region /; liegt.

¢ Die Wahrscheinlichkeit Pr(r € I; | m,) fiir

eine ist flir i = 2 (weitaus) am grofften =
richtige Entscheidung. Pr(r € I,|m,) ist

deutlich kleiner. Nahezu vernachldssigbar )
ist Pr(r € I; | m,) . S

® Die Verfilschungswahrscheinlichkeiten flir
m = mgybzw. m = my lauten:

Pr(€|mo) = Pr(r € Iy|mg) + Pr(r € I |mg).
Pr(&|m;) = Pr(r € Iy|m;) + Prir € I |m,).
¢ Die grofite Verfilschungswahrscheinlichkeit ergibt sich fiir m = m. Wegen
Pr(r € I |mo) = Pr(r € Iy|my). Pr(r € L|mg) >> Pr(r € I|my)
gelten folgende Relationen:
Pr(& |mg) = Pr(&€ |mi) = Pr(€ |ma).
Diese Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Zur Berechnung der (mittleren) Fehlerwahrscheinlichkeit muss auch bei gleichwahrscheinlichen
Symbolen allgemein iiber alle M Terme gemittelt werden. Ausnahme: Symmetrische Anordnung,

¢ Im Fall gleichwahrscheinlicher Symbole kann Pr(m;) = 1/M vor die Summation gezogen werden,

was allerdings den Rechengang nicht sonderlich vereinfacht.
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Union Bound - Obere Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit (1)

Bei beliebigen Werten von M gilt fiir die Verfalschungswahrscheinlichkeit unter der Voraussetzung, dass
die Nachricht m; (bzw. das Signal s;) gesendet wurde:

Pr(€ |m;) = Pr [U £ ,-,l.] . &y o liegt niher bel s, als beim Sollwert s, .
kot

Fiir diesen Ausdruck Iisst sich mit einer Booleschen Ungleichung, der so genannten Union Bound, eine

obere Schranke angeben:
M-1 M-1
Pr(€|m;) < z Pr(&) = Z Q [dig/(20,)] .
k=0, ki k=0, ki

Hierzu ist anzumerken:
e Esistdj, =||s; — si| der Abstand der Signalraumpunkte s; und s, und o, gbt den Effektivwert
des AWGN—Rauschens an.
¢ Die Union Bound ist nur bei gleichwahrscheinlichen Symbolen (Pr(m;) = 1/M) anwendbar. Auch
dann muss zur Berechnung der (mittleren) Fehlerwahrscheinlichkeit tiber alle m; gemittelt werden.

Auf der nidchsten Seite folgt ein Beispiel zur Anwendung der Union Bound. Auf der iibernéichsten Seite
wird die hier angegebene Union Bound weiter vereinfacht.
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Union Bound - Obere Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit (2)

Beispiel: Die Grafik verdeutlicht die Union Bound am Beispiel M = 3 mit gleichwahrscheinlichen
Symbolen: Pr(m)) = Pr(m;) = Pr(m,) = 1/3.

Zu diesen Darstellungen ist anzumerken:
e Fiir die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit gilt:
Pr(€£) = 1—-"Pr(C), Pr(C)=1/3- [Pr(C|mo) + Pr(C|my) + Pr(C|m2)] .
® Der erste Term im Klammerausdruck unter der Voraussetzung m =m, < s =s ist in der

linken Grafik visualisiert. Dieser Term Pr(r € I, | m) beschreibt die rot ausgefiillte Region 1.

¢ Die Komplementdrregion ,» & I, | m” ist in der linken Grafik entweder blau oder griin oder
blau-griin schraffiert markiert. Es gilt:
Pr(C|mg) = 1—Pr(€|mo). Pr(€|mg)=Prir €, Ur e L|mp) <
< Pr(r € I |myg) + Pr(r € I |mp) = Q [dos /(20,)] + Q [doz/(20,.)] .
e Das ,<"-Zeichen berlicksichtigt hier, dass die blau—griin schraffierte Fliche sowohl zum Gebiet
. € I;” als auch zum Gebiet ,» € I,” gehort, so dass die Summe einen zu grolen Wert liefert.
Das heif3t: Die Union Bound liefert stets eine obere Schranke.

¢ Die mittlere Grafik verdeutlicht die Berechnung der Union Bound unter der Voraussetzung, dass
my < s7 gesendet wurde. Fiir das rechte Bild ist m = m, < s = s, zZugrundegelegt.
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Union Bound - Obere Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit (3)

Die Abschidtzung nach der ,,Union Bound” lasst sich verbessern, indem man nur solche Signalraumpunkte
bertiicksichtigt, die direkte Nachbarn des aktuellen Sendevektors s; sind:

M1 M1
Pr(€|m;) = z Q[di/(20,)] = Pr(€|m;) = z Qldi/(20,)] .
k=0, ki k=0, kc Niz)

Dazu definieren wir die Nachbarn von s; als

N(i)={ke{i=0,12,....M — 1} | [; grenzt direkt an I} .

Die Grafik verdeutlicht diese Definiton am Beispiel (0
M = 5. Die Regionen/y und /3 haben jeweils nur | agqy=10,2,41 4 = N2)={L3.4)
zwei direkte Nachbarn, wéhrend /4 an alle anderen I,

Entscheidungsregionen angrenzt.
Durch die Einflihrung der Nachbarmengen N(7) wird \
die Qualitit der Union Bound—-Approximation
verbessert, das heiflt, die Schranke liegt dann ndher .

Pzt = (e

:@l(ﬂ

an der tatsdchlichen Fehlerwahrscheinlichkeit, wird So .
also nach unten verschoben. 54
I, I,
N(0)=11,4} N(4)=1£0,1,2,3}

Eine weitere und hdufig verwendete Schranke benutzt nur den minimalen Abstand d,.;,, zwischen zwei

Signalpunkten. Im obigen Beispiel tritt dieser zwischen s; und s, auf.

Dann gilt fiir gleichwahrscheinliche Symbole = Pr(m;) = 1/M die folgende Abschétzung;

M-1 M-1
PI[S} _ Z Pl .i‘” Z(![fi,k ] = if [Z [v}/[f min ‘-' T ]] =

i=0 ki i= ki

= Z [l[fimm T ] = -fr - 1:' [l[fimm H}]'

ket

lllﬁ

Hierzu ist anzumerken:

e Diese Schranke ist auch flir grofSe M—Werte sehr einfach zu berechnen. Bei vielen Anwendungen
ergibt sich jedoch damit ein viel zu groBer Wert fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit.

¢ Die Schranke ist nur dann gleich der tatsdchlichen Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn alle Regionen an
alle anderen direkt angrenzen und die Distanzen aller M Signalpunkte gleich d,;,, sind.

e Im Sonderfal M = 2 sind diese beiden Voraussetzungen hdufig erfiillt, so dass dann die hier
angegebene Schranke exakt mit der tatsdchlichen Fehlerwahrscheinlichkeit iibereinstimmt.
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Signalraumdarstellung der linearen Modulation (1)

Im bisherigen Kapitel 4 wurde die Struktur des optimalen Empfingers und die Signaldarstellung mittels
Basisfunktionen am Beispiel der Basisbandiibertragung behandelt. Mit der gleichen Systematik und der
gleichen Einheitlichkeit sollen nun auch Bandpass—Systeme betrachtet werden, die bereits in fritheren
Biichern bzw. Kapiteln beschrieben wurden, namlich

¢ im Kapitel 4 des Buches ,,Modulationsverfahren”,

¢ im Kapitel 1.5 des vorliegenden Buches.

Dabei beschrinken wir uns im Kapitel 4.4 auf

e lineare Modulationsverfahren, und
e Kkohidrente Demodulation.

Das bedeutet, dass am Empfinger das beim Sender zugesetzte Trigersignal hinsichtlich Frequenz und
Phase exakt bekannt sein muss.

In diesem Fall kann das gesamte Ubertragungssystem im dquivalenten Tiefpassbereich beschrieben
werden und der Zusammenhang zur Basisbandiibertragung ist noch offensichtlicher zu erkennen als bei
Betrachtung der Bandpass—Signale. Es ergibt sich somit das folgende Modell, das auf der nichsten Seite
im Detail beschrieben wird.

SeriellParallel- Signalraum- Erzengung des Erzeugung des
Wandler zuordnung TP-Signals BP-Signals
Bitstrom ot Q @
7Y & stp(?) N sgpli)
O—n bhzw. — > Rel..] »
®
b f1 ei2nfrt

Die Beschreibung der nichtlinearen Modulationsverfahren und der nichtkohdrenten Demodulation folgt im
Kapitel 4.5.
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Signalraumdarstellung der linearen Modulation (2)

Zum Ubertragungsmodell der letzten Seite ist Folgendes zu bemerken:

Aus dem ankommenden Bitstrom {(g;) € {0, L} werden je b Datenbits seriel/parallel gewandelt.

Diese Ausgangsbits ergeben die Nachricht m € {my, ..., my; 1}, wobeiM = 2P die Stufenzahl
angibt. Fiir das Folgende wird die Nachricht m = m; vorausgesetzt.

In der Signalraumzuordnung wird jeder Nachricht m; ein komplexer Amplitudenkoeffizient
a; = ay; +j - aq; zugeordnet, dessen Realteil die Inphasekomponente und dessen Imagindrteil die
Quadraturkomponente des spdteren Sendesignals formen wird.

Am Ausgang des blau markierten Blockes Erzeugung des TP-Signals liegt das (im allgemeinen)
komplexwertige Tiefpass—Signal

5.]-]]“” W= = ;- ‘)r-*“} = amn ‘)r-*“} + ] ' ﬂ':-l'; U*“}

vor, wobei g((?) vorerst ebenso wie stp(#) auf den Bereich 0 < ¢ < T beschrénkt sein soll und der

Index i wiederum einen Hinweis auf die gesendete Nachricht m; liefert.

Durch Energienormierung kommt man vom Sendegrundimpuls g((¢) zur Basisfunktion

T
pilt) =!}s|:!‘},-"",,~;-a mit E,, = / g.(t)2 dt
o )

= stp(t)]|, _ m, = 510 P1(t) +sqi-J-pilt).

Wiihrend die Koeffizienten a; und ag; dimensionslos sind, weisen die neuen Koeflizienten sy; und

sq; die Einheit ,,Wurzel aus Energie” auf — siehe auch Kapitel 4.1:

st = v Egs - a1, 5qi = v/ Egs - 0.

Die obere Gleichung zeigt weiter, dass das hier betrachtete System im dquivalenten TP—Bereich
durch je eine reelle Basisfunktion ¢(#) und eine rein imagindre Basisfunktion /() =j - ¢(¢) oder
durch eine einzige komplexe Basisfunktion &;(¢) volistdndig beschrieben wird.

Der grau hinterlegte Teil des Blockschaltbildes zeigt das Modell zur Erzeugung des BP—Signals
sgp(?), zuerst die Multiplikation des TP—Signals spp(#) mit dem komplexen Drehzeiger exp(j2m/ 1)
— auf diese Weise ergibt sich das analytische Signal s, (¢) — und anschliefend die Realteilbildung.

Die beiden Basisfunktionen des Bandpass—Signals sgp(?) ergeben sich hier als energienormierte

und auf den Bereich 0 < ¢ < T zeitbegrenzte Cosinus— bzw. Minus—Sinus—Schwingungen.

Im Folgenden beschridnken wir uns aber auf die Darstellung des dquivalenten Tiefpass—Signals spp(?).

Hinweis: Im skizzierten Modell sind komplexe GréB3en durch einen gelb gefiiliten Doppelpfeil markiert.

Diese Vereinbarung soll auch fiir alle nachfolgenden Grafiken gelten.
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Kohirente Demodulation und optimaler Empfianger

Im Folgenden gehen wir stets vom dquivalenten Tiefpass—Signalen aus, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes angegeben ist. Insbesondere stellen die Signale s(¢) und 7(¢) in der Grafik Tiefpass—Signale und
sind somit im Allgemeinen komplex. Auf den Zusatz ,,TP” wird im Weiteren verzichtet.

AWGN—Kanalmodell: Betrachtetes Gesamtsystem:

s(1) 1) m —> s(1) 1) | optimater i

l ? ? ﬁ ’ | D | Empfinger [
ei® n'(z) e i@ n(f)

Zu dieser Abbildung ist zu bemerken:

¢ Die Phasenlaufzeit des Kanals (also eine mit der Frequenz linear ansteigende Phasenfunktion) wird
im Tiefpassbereich durch den zeitunabhingigen Drehfaktor exp(j¢b) ausgedriickt.

e Das Signal n'(¢) beschreibt einen komplexen weilen GauB3schen Zufallsprozess im TP—Bereich,
wie im Kapitel 4.2 angegeben. Das Hochkomma wurde angefligt, um spdter beim Gesamtsystem
mit 7(¢) arbeiten zu konnen.

e Der Empfinger kennt die Kanalphase ¢ und korrigiert diese durch den konjugiert-komplexen
Drehfaktor exp(—j¢). Damit lautet das Empfangssignal im dquivalenten Tiefpassbereich:

r(t) = s(t) + n'(t) - e = s(t) +nlt).
e Durch die Phasendrehung dndert sich an den Eigenschaften des zirkular symmetrischen Rauschens
nichts. Das hei}t, n(f) = n'(t) - exp(-j¢) hat genau gleiche statistische Eigenschaften wie n'(¢).

Die linke Grafik im obigen Bild verdeutlicht die soeben beschriebenen Sachverhalte. Die rechte Grafik
zeigt das Gesamtsystem, wie es flir den Rest von Kapitel 4 verwendet wird. Nach dem AWGN—-Kanal
folgt ein optimaler Empfinger gemi3 Kapitel 4.2. Ein Symbolfehler kann wie folgt beschrieben werden:

mo=1m; M m#m;.
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On—-Off—Keying bzw. 2—-ASK

Das einfachste digitale Modulationsverfahren ist On—Off—~Keying (OOK), das bereits im Kapitel 4.2
des Buches ,Modulationsverfahren” anhand seiner Bandpass—Signale ausfiihrlich beschrieben wurde.
Dort wurde dieses Verfahren teilweise auch Amplitude Shift Keying (ASK) genannt.

i-0y(O/E?

RENC J
ar On-Off-Keying (00K) 11
L2 12
i S g Su+1 o1(t)/E - 5 - o1 () E
b=1l=M=2 |
a4l E ES - EB - Eﬂw —].TSI]
Ps = QIE/Ny'7]

mit Cosinustriger Pr=Ds mit Sinustriger

Dieses Verfahren kann wie folgt charakterisiert werden:
e OOK ist ein eindimensionales Modulationsverfahren (N = 1) mit s; € {0, E/2} und sq; = 0 bzw.
s = 0 und sq; € {0, —EV2\. Abkiirzend gilt E = Eq. Die erste Kombination beschreibt ein

cosinusformiges Tragersignal, die zweite Kombination einen sinusformigen Trager.

e Jedes Bit wird einem Bindrsymbol zugeordnet (b = 1, M = 2); man benétigt keinen S/P—Wandler.
Bei gleichwahrscheinlichen Symbolen, was fiir das Folgende stets vorausgesetzt wird, ist sowohl
die mittlere Energie pro Symbol (Eg) als auch die mittlere Energie pro Bit (Eg) gleich E/2.

e Der optimale OOK-Empfinger projiziert quasi das komplexwertige Empfangssignal (¢) auf die
Basisfunktion ¢(¢), wenn man von der linken Skizze (Cosinustrager) ausgeht.

e Wegen N = 1 kann das Rauschen eindimensional angesetzt werden mit der Varianz a,,> = Ny/2.

Mit den Aussagen von Kapitel 4.3 erhilt man fiir die mittlere Symbolfehlerwahrscheinlichkeit:

ps = Pr(€) = Q (‘;E) —Q (\;FET‘»") =Q (VEs/N) -

7!

¢ Da jedes Bit genau auf ein Symbol abgebildet wird, ist die mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg

genau so grof3:

pe=Q (VEs/N) = Q(VEs/No) .
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Binary Phase Shift Keying (BPSK)

Das sehr oft angewandte Verfahren Binary Phase Shift Keying (BPSK), das bereits im Kapitel 4.2
des Buches ,Modulationsverfahren” anhand der Bandpass—Signale (typisch: Phasenspriinge) ausfiihrlich
beschrieben wurde, unterscheidet sich von On—Off—Keying durch eine konstante Hiillkurve.

Fiir die Signalraumpunkte gilt stets s; = — . Sie lauten beispielsweise:
° s, E{+E v 2}, sqQi = 0 bei cosinusformigem Tréger,

®* s €{£E v 2}, sp; = 0 bei sinusformigem Tréger.

Ji-o1(O/E? Ii-altr).-'E“
LE Binary Phase Shift Keying 18,
. (BPSK) o
. o o1O/E? 0y ()/EV?
-1 +1 —il 4i] .
b=1= M=2
N E=Ez=E ) _ITSu
ps = QI2Es/Ny)'?
mit Cosinustriger Dg =P< mit Sinustriger

Anhand der in der Grafik angegebenen Gleichungen (griin hinterlegtes Feld) erkennt man die folgenden
Verbesserungen gegeniiber On—Off-Keying (OOK):

® Bei gegebener Normierungsenergie £ ist der Abstand zwischen s; und s, doppelt so grof3. Damit
erhdlt man fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit:

ps = Pr(€) = Q (‘;r”) - Q(V2E/R) - Q(VZEs/N) -

o,

¢ In dieser Gleichung ist ebenfalls beriicksichtigt, dass nun Eq = Eg = E gilt, das heiflt, dass nun die
mittleren Energien pro Symbol bzw. pro Bit doppelt so grof} sind als bei OOK.

¢ Die BPSK—Fehlerwahrscheinlichkeit ist durch den Faktor 2 unter der Wurzel im Argument der
Q-Funktion merklich geringer als bei On-Off-Keying, wenn Eg und N nicht verdndert werden.

¢ Anders ausgedriickt: BPSK bendtigt bei gleichem Ny nur die halbe Symbolenergie Eg, um die
gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit wie OOK zu erzielen. Der logarithmische Gewinn betrdgt 3 dB.
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M-—stufiges Amplitude Shift Keying (M—ASK)

In Analogie z7ur M-stufigen Basisbandiibertragung betrachten wir nun eine M-stufige ASK, dessen
Tiefpass—Signalraumkonstellation fiir die Parameter b =3 = M =8 = 8-ASK wie folgt aussieht.

M-stufiges Amplitude Shift Keving

(M—ASK, hier: 8—ASK) j-0,(0)/EY?
I—:r | *:—!—:r | £—|—:r | (—!—:r £—|—:r | <= | «=— | < o, (VE?
11 |101 et |1nn |11E|_1 |01u+1 |011$ ]uulf__ |nnu+.

b=3= M=8; Es=E-(M*—1)3=21E; Eg = Es/b=TE;
ps =2(M—1)M - QIE/Ng)"2;

Der Name M—ASK ist nicht ganz zutreffend. Vielmehr handelt es sich um ein kombiniertes ASK/PSK—
Verfahren, da sich zum Beispiel die beiden innersten Signalraumpunkte (+1) nicht in der Amplitude
(Hiillkurve) unterscheiden, sondern nur durch die Phase (0° bzw. 180°). Weiter ist anzumerken:

e Die mittlere Energie pro Symbol kann fiir dieses eindimensionale Verfahren unter Ausnutzung
der Symmetrie wie folgt berechnet werden:

M2—1
3

9 M/
Es=— % (2k—-1P.E=

! k=1

- B

=

® Da jedes der M Symbole b = log, (M) Bit darstellt, erhdlt man fiir die mittlere Energie pro Bit:

Es Es M?—1 | |
Ep=—== = E M=8FE/E=21, Eg/E=T1.
b b logy (M) 3-logy (M) = S B/ i

¢ Die Wahrscheinlichkeit, dass eines der beiden duSeren Symbole aufgrund von AWGN-Rauschen
verfilscht wird, ist gleich

Pr(£ |ausseres Symbol) = Q) (uﬁ"EE.,-".""»]r) :

e Die Verfilschungswahrscheinlichkeit der A/~2 inneren Symbole ist doppelt so grofl, da hier
sowohl rechts als auch links andere Entscheidungsregionen angrenzen. Durch Mittelung erhdlt man
die mittlere Symbolfehlerwahrscheinlichkeit:

ps = Pr(€) = ir 21 Q(VIEN) + (M -2) -2 Q (VBTN )| =

2.(M—1) —— 2-(M—1) | 6. Ex
- M '(3(‘"”25-"'1”): M (3(\(11”—1} )

¢ Bei Verwendung des Graycodes (benachbarte Symbole unterscheiden sich jeweils um ein Bit) ist
die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ndherungsweise um den Faktor b = log, (M) kleiner als pq:

Ds 2. (M —1) ~ — —
o T — . . ¥y ! - — . ! 1"»1; .
P~ = I om O (gb loga (M) /(M2 — 1) - En/. )
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Quadraturamplitudenmodulation (M-—QAM)

Die Quadraturamplitudenmodulation (AM—QAM)
ergibt sich durch je eine M—ASK fiir Inphase— und

2 Q; 1
Quadraturkomponente = M* Signalraumpunkte. +3 0100 *—3]—1)']1 1 H:l?nm
Durch jedes Symbol werden nunb = log, (M) | i i

$_) !EI]I]I]
Bindrzeichen (Bit) dargestellt. Die Grafik zeigt den | +1-- %—) -- 4—%—) - (—%—) -- «—% -
0110 0111 o1l 0010
Sonderfall M = 16 = b = 4. Rot eingezeichnet ist ! ! _
I T >

% 11 101

die Bitzuordnung nach der Graycodierung.

Die mittlere Energie pro Symbol (Eg) bzw. pro Bit + | 10 ‘_§1_1)1i"_

(Eg) kann man aus dem Ergebnis fiir die M~ASK : : !
einfach berechnen (beachten Sie in dieser Gleichung |~ "1100 +$ﬁ)|11 [ T1601 _(_%u_n_n_
den Unterschied zwischen einer Energie £ und dem -3 -1 +1 +3

Erwartungswert E[...]):

ks = E [|-‘>‘,‘|2] =E [|-‘>‘],‘|2] +E [|F>'|:_|\3,'|2 =2.E [l-‘}'],‘|2]] =
ME—1 . (M —1)

= 2. E=23-(M-1)-F. E:—

3 /31 ) 73 log (M)
Daneben hat die M—stufige Quadraturamplitudenmodulation folgende Eigenschaften:
® Als obere Schranke flir die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit kann die Union Bound herangezogen

werden, wobei zu beachten ist, dass ein inneres Symbol in vier Richtungen verfalscht werden kann:

ev [ A.p  fiir M > 16,
J-"‘-“":FI(‘E}E{E-;; fiir M — 4.

E.

mit p=0Q (gm) .

¢ Beriicksichtigt man, dass nur die (M} — 2)? inneren Punkte in vier Richtungen verfilscht werden,
die vier Eckpunkte dagegen nur in zwei und die restlichen in drei Richtungen (blaue Pfeile in der
Grafik), so erhdlt man mit M = MIZ die bessere Niherung

&

ps = 1/M-[(My—2)2-dp+4.2p+4. (M;—2)- 3p|
24

= p/M - [4-M =16 VA +16+8+12. V] - ]:
= dp/M - |M V| =4p- [1-1/V]]
= M=16: ps~3-p=3-Q(v2E/N) =3-Q(V1/5 Es/No) .

Allgemein gilt Fg = Eg/logy(M) und bei Graycodierung zusitzlich pg = pg/logy(M). Damit erhdlt man fiir
die mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

pe = 4- (1 — 1)V M) flogs (M) - Q (gs ogs (M)/(M —1)- E];.,.-'_u.) .

Anmerkung: Die beiden Ndherungen gelten flir M > 16 exakt, wenn — wie flir die obere Grafik
vorausgesetzt — keine ,diagonalen Verfilschungen” auftreten konnen. Der Sonderfall 4-QAM (ohne
innere Symbole) wird in der Aufgabe A4.13 behandelt.
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Mehrstufiges Phase—Shift Keying (M—PSK)

Bei mehrstufiger Phasenmodulation, wobei die Stufenzahl M in der Praxis meist eine Zweierpotenz ist,

liegen alle Signalraumpunkte auf einem Kreis mit Radius £ 172 gleichmiBig verteilt. Damit gilt flir die
mittlere Symbolenergie Eq = E und fiir die mittlere Energie pro Bit = Eg= Eg/b = E/logy (M).

j-o,(0/E j-o,(0EY"
. 8 PSK oo 16-PSK
S TR, O 0111] 00109 -
010 i 0 0101 001G
v _ © 010 00010
: ' 12 P [ 1l
1 110 oo @ (0/E ! 1100 oooo. P1(DVE
= 2 = ?
\ - ol101 loog
"o 111 1000’ Sl 1001,
IRETEE | S ol 101l
= 1410

Fiir Inphase— und die Quadraturkomponente der Signalraumpunkte s; gilt allgemein (i =0, ... , M-1):
sy =cos (2mi /M + ¢og) . sqi =sin(2mi/M + ¢.5) = ||si|| = \Ff".*s'ff- + 55 = L.
Der PhasenoffSet ¢4 ist in obiger Grafik jeweils zu 0 gesetzt. Die 4-PSK mit ¢ = /4 (45°) ist
identisch mit der 4~QAM. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Punkten ist in allen Fillen gleich:
din = do.1 = dy.2 = ... = dyr_y.0=2 -V E - sin(m /M),
= d ;. /E%? =205~ 1.414 (fir M = 4), ~ 0.765 (fiir M = 8) und ~ 0.390 (fiir M = 16).
Die obere Schranke fiir die AWGN-Symbolfehlerwahrscheinlichkeit nach der Union Bound liefert:
ps =Pr(€)<2.Q (sin[r:.-"_\f} : u"m) = pun.

Fir M = 2 (BPSK)) erhélt man daraus die Abschitzung pg <pyg =2 - Q[(2ES/N0)1/ 2]. Ein Vergleich

mit der auf der BPSK—Seite angegebenen Gleichung pg = Q [(2ES/N0)1/ 2] zeigt, dass in diesem

Sonderfall die ,,Union Bound” als obere Schranke den doppelten Wert liefert. Je grofer M ist, umso
genauer ndhert pyg die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg an. Das Interaktionsmodul Mehrstufige

PSK und Union Bound gibt auch die exakte, durch Simulation gewonnene Fehlerwahrscheinlichkeit an.
Die Schranke fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit lautet (Graycode = rote Beschriftung vorausgesetzt):

Ij N AT ——
< - ) ! o . ﬁ.-"_ . 2 I."_ — |
B = 10g, (M) « ("“H”h- (M) - sin(r /M) - /2ER, ""»n)

Diese Schranke muss man allerdings nur fiir M > 4 anwenden. Fiir M = 2 (BPSK) und M = 4 (wegen
der Identitdt zwischen 4-PSK und 4-QAM) kann man die Bitfehlerwahrscheinlichkeit direkt angeben:

pe = Q (U"?En,-".\h) .
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Binary Frequency Shift Keying = 2—-FSK (1)

Auch diese Modulationsart mit Parameter » = 1 = M = 2 wurde bereits im Kapitel 4.4 des Buches
»,Modulationsverfahren” anhand der Bandpass—Signale ausfiihrlich beschrieben. Die beiden moglichen
Signalformen werden im Bereich 0 < # < T durch zwei unterschiedliche Frequenzen dargestell:
sppolt) = A-cos(2m - (fr + Afa)- ),
Spr [t} = 4. ELK"][ET: . [f"[ — ﬂif.a.t} . t} .
Hierbei bezeichnet f1 die Tragerfrequenz und Af, den (einseitigen) Frequenzhub. Die mittlere Energie
pro Symbol bzw. pro Bit ist jeweils gleich:
AT
5
Hier soll nun die FSK im dquivalenten Tiefpass—Signalraum betrachtet werden. Hier gilt:

stpolt) = VE/T et ¥ a8t <t <T,
stpi(t) = VE/T-e 38t <t <T,

und flir das innere Produkt erhilt man

Ey=FEp=FE—

T T
< STpu[t} - STP][t} = o= f STW[E} : S-fl-p][t} dt = A%. -/ plimafatqp —
0 0

— —‘_12 : [{:j"”'af"'T — 1] .

jodm - Afa
Die beiden Signale sind dann orthogonal, wenn dieses innere Produkt gleich 0 ist. Also muss gelten:
h=2-Afa-T=1 2 3, ..

Diese Grof3e bezeichnet man als den M odulationsindex.
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Abschnitt: 4.4 Tragerfrequenzsysteme mit kohdrenter Demodulation

Kapitel: 4 Verallgemeinerte Beschreibung digitaler Modulationsverfahren

Binary Frequency Shift Keying = 2—-FSK (2)
Der Modulationsindex h = 2 - Afa - T gibt das Verhiltnis zwischen dem gesamten (also beideseitigen)
Frequenzhub (2 - Af,) und der Symbolrate (1/7) an. Setzt man £ als ganzzahlig voraus, so lassen sich
die beiden Tiefpass—Signale in der Form
Fs']-]:”“} - ‘V/E ' ;L] (T} \
stpilt) = VE- &t)

mit den komplexen Basisfunktionen

Git) = VT eBm T <t <T.
&t) = VYT e mhtT g<t<T

darstellen, und es ergibt sich die nachfolgend skizzierte Signalraumdarstellung der bindren FSK.

&(OIEWR Binary Frequency Shift Keving
(2—FSK)

b=1= M=12

E =Ez=E,d*=2E,c=N,2
ps =Qld/(26,)] = QUEs/Ny)'?]
Pg = Ps

+1 '1::1 (0! gl

Daraus folgt:
® Bei ganzzahligem Modulationsindex /2 sind die beiden Tiefpass-Signale sppy(f) und spp;(f) der
bindren FSK zueinander orthogonal.

¢ Damit ergibt sich flir die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit (Herleitung in der Grafik):

ps = Pr(€) = Q ( /s 1) |
¢ Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit hat den gleichen Wert: pg = pg.

Hinweis: Im Gegensatz zur Darstellung in [K6Z08] ist hier der Frequenzhub Af, einseitig definiert.

Deshalb unterscheiden sich die Gleichungen teilweise um den Faktor 2. Arbeitet man jedoch mit dem
Modulationsindex 4, so gibt es keine Unterschiede.
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Minimum Shift Keying (MSK)

Unter Minimum Shift Keying (MSK) versteht man ein bindres FSK—System mit Modulationsindex
h =05 = Frequenzhub Afs = 1/(27). Die Grafk zeigt ein MSK—Signal fir die Trdgerfrequenz

J1 = 4/T. Die beiden Frequenzen innerhalb des Sendsignals sind f, = f7 + 1/(47) zur Darstellung der

Nachricht m( (gelbe Hinterlegung) sowie f; =/t — 1/(47) = Nachricht m; (grine Hinterlegung). In

dieser Grafik ist auch eine kontinuierliche Phasenanpassung bei den Ubergingen beriicksichtigt, um die

Signalbandbreite zu verringern. Man spricht dann von Continuous Phase M odulation (CPM).

o TITTTVTVYUTY

VYTV

Ohne diese Phasenanpassung lauten die beiden Bandpass—Signalformen:

sapolt) = V2E/T -cos(2mfot), 0<t<T,
sppilt) = 2E/T -cos(2nfit), 0<t<T.

Bildet man das innere Produkt der Bandpass—Signale, so erhdlt man mit f, = f, — f; und fy = f, + f1:

;
< sppolt) - sppi(t) > = 2E/T . f cos(27 fot) - cos(2m fit) dt =
0

T T
= E/T. f cos(2m fat)dt + E/T - f cos(2r fyt) dt
0 0

T iy ; My i Tty R E Lo v'T
g(1) i]_ i: i:l. i4 Ii": 6-—
T ARMARAAMARAABARARANARAQAL o

T T
= E/T- f cos(m- t/T)dt + E/T - f cos(2m - 2fp - 1) dt.
0 0

Das erste Integral ist O (Integral iiber ,,Cosinus” von 0 bis ©t). Fiir fy >> 1/7, was man in der Praxis

voraussetzen kann, verschwindet auch das zweite Integral. Damit erhdlt man flir das innere Produkt:

< S]gpu[tjl - SpP1 [t} = = .

Damit ist gezeigt, dass fiir den Modulationsindex # = 0.5 (also MSK) und allen Vielfachen hiervon die
beiden Bandpass—Signale orthogonal sind. Mit den neuen reellen Basisfunktionen

e1lt) = V2/T-cos(2mfot), 0<t < T,
walt) = 2/T-cos(2rfit), 0<t<T

erhdlt man die genau gleiche Signalraumkonstellation wie flir geradzahliges 4 (= 1, 2, 3, ...), und es ergibt

sich somit auch die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit:

ps = Pr(€) =Q ("J Es,-"'-"-"u) =pB-
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Rayleigh— und Riceverteilung (1)

Die fiir eine kohdrente Demodulation erforderliche Schitzung des Phasenwinkels aus dem ankommenden
Signal ist bei vielen Anwendungen nicht oder nur eingeschrankt moglich. So flihrt die Bewegung eines
Mobilteilnehmers mit hoher Geschwindigkeit zu sehr schnellen zeitlichen Anderungen des Phasenwinkels
¢, was dessen ausreichend genaue Bestimmung erschwert oder gar verhindert.

Diese Tatsache flihrt zu den nichtkohdrenten Demodulationsverfahren mit dem Vorteil reduzierter
Komplexitdt, allerdings mit erhohter Verfilschungswahrscheinlichkeit. Bei der Herleitung der Gleichungen
sto3t man auf zwei Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen, die hier vorneweg angegeben werden:

¢ Die Rayleighverteilung erhdlt man fiir die WDF der Zufallsgrofle y mit Realisierung 7, die sich
aus den beiden gauB3verteilten und statistisch unabhdngigen Komponenten z und v (beide mit der
gleichen Streuung g,)) wie folgt ergibt:

y=vul+v2 = p,ln)=nlol exp [—rfl,.-"[ﬁnf _‘J] :

¢ Die Riceverteilung erhdlt man unter sonst gleichen Randbedingungen fiir den Fall, dass bei einer
der Komponenten (entweder u oder v) noch eine Konstante C addiert wird:

2
7

Yy = Viu+CR 402 = pyln) = :,ll,.-"nf . X [—[rf + E“j}l,.-"[;?nf}] g [:,l - C“.,.-"rTj] .

Fiir die Riceverteilung bendtigt man die modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung, deren Definition
und Reihenentwicklung wie folgt lauten:

1 o — 1 -oo6| o) - Irllu .
Itr”=§{ v da ~ Zm

Die Grafik zeigt Rayleigh— und Rice—Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Die Bildbeschreibung folgt auf
der ndchsten Seite.
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Rayleigh— und Riceverteilung (2)

Die Grafik am Seitenende zeigt nochmals die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von Rayleigh— und
Riceverteilung. Zu dieser Darstellung ist anzumerken:

Die Riceverteilung ist durch die beiden Parameter C und o,, bestimmt. Mit C = 0 ist die Rice—
WDF identisch mit der Rayleigh—-WDF.

Die Rayleigh-WDF mit grolerem o, ist formgleich mit der gezeichneten Kurve (g,, = 0.5), jedoch
im Verhiltnis der Streuungen breiter und niedriger.

0, gbt die Streuungen der beiden gauBverteilten Zufallsgroen # und v an (beide haben gleiche
Streuung) und nicht die Streuung der rayleighverteilten Zufallsgrof3e y. Fiir diese gilt vielmehr:

Oy =0n-\/2—m/2 = 0.635.a,.

Die Rayleighverteilung ist extrem unsymmetrisch, erkennbar am (relativ) groBen Wert flir das
Zentralmoment 3. Ordnung: u3/0y3 ~ 0.27.

Die Riceverteilung ist um so symmetrischer, je groBer das Verhilnis C/g,, von deterministischer

und stochastischer Komponente ist. Fiir C/o,, > 4 ist 3 nahezu 0.

Weiterhin ist zu erkennen, dass sich die Riceverteilung (mit den Parametern C und o,,) immer mehr

einer GauB3verteilung mit Mittelwert C und Streuung o,, anndhert, je grofer der Quotient C/o,, ist:

pyln) == — - exp l—m;#} = m,=0C, 0,=0,.

T
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Nichtkohdrente Demodulation von On—Off-Keying (1)

Wir betrachten On—Off-Keying im dquivalenten Tiefpassbereich. Bei kohidrenter Demodulation (linke
Grafik) ist die Signalraumkonstellation des Empfangssignals gleich der des Sendesignals und besteht aus
zwei Punkten. Die Entscheidungsgrenze G liegt in der Mitte zwischen diesen Punkten#, und r;. Die

Pfeile markieren Rauschvektoren, die eventuell zu Ubertragungsfehlern fiihren.

Kohirente Q Nichtkohdrente
Demodulation Demodulation
Q %4

=¥

rip(l)

G

Anmerkung:
Die Signalraumpunkte r; und r; beriicksichtigen lein

Rauschen. Es gilt #;= 5;. Der Kreis ;" unterscheidet
sich von 55 durch den komplexen Phasendrehfaktor.

Dagegen gilt bei nichtkohérenter Demodulation:
® Der Punkt 7; = s; = 0 bleibt weiter erhalten.

e Dagegen kann 7y = s - exp (j¢) auf jeden Punkt des Kreises um s liegen, da ¢» unbekannt ist.

e Der Entscheidungsprozess unter Beriicksichtigung des AW GN—Rauschens ist nun 2—dimensional
zu interpretieren, wie es durch die Pfeile in der rechten Grafik angedeutet ist.

e Das Entscheidungsgebiet /; ist nun ein Kreis, dessen Radius G ein optimierbarer Parameter ist.

Das Entscheidungsgebiet [ liegt auBerhalb dieses Kreises.

Damit liegt die Strukur des optimalen OOK—-Empfingers (im dquivalenten Tiefpassbereich) fest.

Phasen- AWGN- Korrelation mit Betrags- Optimaler
drehung Kanal Basisfunktion hildung Entscheider A
rt) P y J: m=my
) =>QR—> D —> | 0 - &) |.::> = r>6?7
ﬂ ﬂ N: = my
X Farbkennungen:
e-“i’ n(r) komplexes Signal komplexer Wert reeller Wert
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Nichtkoharente Demodulation von On—Off—Keying (2)

Entsprechend der Grafik auf der letzten Seite gilt:

Das Eingangssignal #(¢) = s(f) - exp(j¢p) + n(¢) ist aufgrund des Phasenwinkels ¢ und wegen des
komplexen Rauschterms im allgemeinen komplex. Alle komplexen Signale sind blau beschriftet.

Erforderlich ist demzufolge nun die Korrelation zwischen dem komplexen Empfangssignal r(¢) und
einer komplexen Basisfunktion &; ().

Das Ergebnis ist der (komplexe) Detektorwert », woraus als reelle Entscheidereingangsgrof3e der
Betrag y = | r | gebildet wird.

Ist der Entscheidungswert y > G, so wird als Schitzwert m( ausgegeben, andernfalls 72;. Somit
ergibt sich flir die Fehlerwahrscheinlichkeit bei gleichwahrscheinlichen Symbolen:

o o
ps=Pr(&£)=1/2. / Dy (m]mo) dn +1/2 - / Pyl (1 my) dn.
of b o7

Aufgrund der Rice-WDF p,,,(7lm) und der Rayleigh-WDF py,,(njm;) kann allerdings diese

Wahrscheinlichkeit nur numerisch berechnet werden. Die optimale Entscheidungsgrenze G ist
vorher als die Losung der folgenden Gleichung zu bestimmen:

Py (Glmo) = pyjm(Glma)

Die Grafik zeigt das Ergebnis dieser Gleichung fiir ,, = 0.5 und C = 2, wobei die (rote) Rice-WDF

durch eine GauB—WDF mit Mittelwert C und Streuung g,, approximiert ist. Man erkennt daraus:

Die optimale Entscheidungsgrenze (hier:
G = 1.25) ergibt sich aus dem Schnittpunkt *
der beiden Kurven.

Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg ist

1/2-p, (1| m,) = Rayleigh

172-p, (1 |my) = Rice
die Summe der beiden farblich markierten
Flachen. Im Beispiel ergibt sich pg = 5%.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir andere Werte von C und o, sowie die optimale Entscheidergrenze G

konnen Sie mit dem Berechnungstool Nichtkohdrentes On—Off-Keying bestimmen.
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Nichtkohédrente Demodulation von bindarer FSK (1)

Wie schon im Kapitel 4.4 gezeigt, lisst sich bindres Frequency Shift Keying (BFSK) im dquivalenten
Tiefpassbereich durch die Basisfunktionen

Git) = VT eH il <t <T,
Lit) = VYT e ™M 0<t<T

darstellen. Um Orthogonalitdt zwischen diesen beiden komplexen Basisfunktionen zu erreichen, muss der
Modulationsindex / ganzzahlig sein:

<Lilt)-Llt)> =0 = h=2.-Afs-T=123 .

Die Grafik zeigt die Struktur zur nichtkohdrenten orthogonalen Demodulation der bindren FSK.

1 ¥1
Phasen. AWGN-  [—D{HD-5@) [—=>| In| |—> A
drehung Kanal 0 '?“:q T m=my
L Korrelation mit Bet 2 =,
s(@) 1 '}‘@' >®’ Basisfunktion bildung o
, = [
I's ¥z N:om=my
ﬂ =100 -50) =2 Il |—

e.]‘p n(r)

Farbkennungen: komplexes Signal komplexer Wert reeller Wert
Im rauschfreien Fall = n(f) =0 gilt fiir die beiden Ausgidnge der Korrelatoren:
ri= <r(t)-Li(t)> =0, falls m=my,

ry = <r(t).-Llt)> =0, falls m =my.

Nach jeweiliger Betragsbildung = y; = |ry|, ¥, = || ist dann folgende Entscheidungsregel anwendbar:

. ) falls y1 = .

m =

My falls 4 << ws.

Zur einfacheren Realisierung des Entscheiders kann auch die Differenz y; — v, mit der Entscheidergrenze
G = 0 ausgewertet werden.
Im Folgenden wird die Fehlerwahrscheinlichkeit unter der Annahme berechnet, dass m = m, gesendet
wurde. Unter der weiteren Voraussetzung gleichwahrscheinlicher bindrer Nachrichten m und m ist die
absolute Fehlerwahrscheinlichkeit genau so grof3:

Pr(€) = Pr(€|ma).
Mit m = my ergeben sich fiir die komplexen Korrelationsausgangswerte 7; und deren Betrige y;:

rio= VE-e®+n = Y1 = |r1| ist riceverteilt

rs = Ny = s = |ra| ist ravleighverteilt .

Hierbei steht £ fiir die Symbolenergie Eq und die Bitenergie Eg gleichermaflen (wegen M = 2), und n;

und 71, sind unkorrelierte komplexe Rauschgréen mit Mittelwert 0 und Varianz 20,2,
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Nichtkohédrente Demodulation von bindarer FSK (2)
Somit lautet die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

P v (71, 2 | 100) = Py | (71 | 1120) - Py o (02| 700)
p#ll”' [II] |]nn_u} — II],-'IIIU;_Z .Q_l:.il’;?r‘l‘E':'.l'I':_gﬂL:ﬂ' . Iﬂ |:I,-II] . \/Ef:-'g;—i] )

—r,li;r,"gfer';r,‘.n

;2
Pya|m (72 | 00) = 12 /0, - €

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich allgemein wie folgt:

Fl‘[f,':l = / f pyl.y'.rlﬂl[m'””mﬂ} dli'f dlh =
0 M

= _/ p!ﬂ'll?ll[]]] |1Huj| ' -/ Pua |m [132 | mu} dl}g dl}] .

L] 1

Nach einigen mathematischen Umformungen erhilt man fiir die nichtkohdrente Demodulation der
bindren FSK das iiberraschend einfache Ergebnis (Herleitung auf der nichsten Seite):

ps = Pr(€) = 1/2 . ¢ Es/ (200}
Zum Vergleich sei nochmals das Ergebnis flir die kohéirente Demodulation angegeben:

ps = Pr(€) = Q(v/Es/No).

Die Grafik stellt die Fehlerwahrscheinlichkeitskurven beider Demodulationsverfahren in Abhidngigkeit des
AWGN-Qotienten Eg/N|, vergleichend gegentiber.

10°

BFSK (inkohirent)

107 | SN OISO | 138

l':l-d i i [ i = __: _____

10* +----4| BPSK (kohirent) [~| BFSK (kohirent)

105 f---- e ﬁﬁ—ﬁ% : _
A ! 3dB " 0.8 dB
106 I S ! !

4 i 8 10 12 14
10 -lg (Eg/N,) in dB —»

=
[ ]

Man erkennt:
¢ Die nichtkohdrente FSK bendtigt gegeniiber der kohdrenten FSK bei pg = 10 ein um 0.8 dB
groferes Eg/N. Beipg = 103 betrigt der Abstand sogar 1.3 dB.

e Dagegen betrdgt der Abstand zwischen der kohdrenten biniren FSK von der kohdrenten BPSK
unabhingig von der Fehlerwahrscheinlichkeit gleich 3 dB.
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Herleitung: Fehlerwahrscheinlichkeit von nichtkohdrenter BFSK

Das auf der letzten Seite vorweg genommene Ergebnis soll nun in einigen Rechenschritten hergeleitet
werden. Wir gehen dabei von den folgenden Gleichungen aus:

Pl[g} = -/ Py |m [I.-Il] |Inﬂ} ' -/ py'_rhu[r.-llf | ]‘Tlu:' d”f d’i'l '
0

M

P9 (nEE) /(2 ;2
Pur|m (11| 120) = 11 for; - 7T HEN ) [’Il - VE,-'U”] !

Tl

—r,li;r,."(':‘erl;:‘.l

Pualm(m2 | M0) = R 05 - €
(1) Das innere Integral gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die rayleighverteilte Zufallsgro3e 7, groBBer
ist als 7; — sieche Musterlosung zur Aufgabe 74.17:

-
Y F7, ]
f Pyam (112 | o) dip = 770/ 270)

m

= Pr(€) = f m ol e (ni+EN T, [1}1 : x/Efr;r;i] drs .
0

(2) Mit den (willkiirlichen) Substitutionen C02 = FE/4 und 002 = an2/2 erhdlt man daraus:

a= 2 A2 )
Pr(£) = ] li S - eX] [—M} - {’?1 EC“} drn; =
0 205

dad 208
2 2
i = - eXp [—w} 1y [Th _qu} ;.
0 2-0; 204 T

(3) Durch Verschieben von Anteilen vor das Integral gelingt es, dass der Integrand wieder eine
Riceverteilung beschreibt:

9 - 2 9 ,
Pr(€£) =1/2.exp [— 5“‘;} : fl], L EXP [—Ih + C“] Iy {’]lgfﬂ} ;.

3 3 7
O T 20 0

(4) Der Integrand beschreibt nun die Rice—WDF. Das Integral iiber das gesamte Definitionsgebiet von 0
bis +oo ergibt wie bei jeder WDF den Wert 1, so dass gilt:

CE
Pri€)=1/2.exp |[——L | .
r(€) | mp[ 205}

(5) Mit C02 =E/4, 002 = on2/2 und der allgemein giiltigen Beziehung an2 = N2 erhilt man:

Pr(&) =1/2 - exp [— ;‘ﬂ =1/2 . exp {—f;—:ﬂ
ps = Pr(€) = 1/2 e Es/(2N0) - qee.d.

Eg gibt hierbei mittlere Signalenergie pro Symbol an, die bei FSK gleich der Nornierungsenergie £ ist.
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Nichtkohdrente Demodulation von mehrstufiger FSK (1)

Wir betrachten nun die Nachrichtenmenge {m, my, ..., m;, ;} und
bezeichnen M als Stufenzahl.

S0

e Voraussetzung fiir die Anwendung des Modulationsverfahrens
., Frequency Shift Keying” und zugleich eines nichtkohdrenten
Demodulators ist ein ganzzahliger Modulationsindex 4.

¢ In diesem Fall ist die M—stufige FSK orthogonal und es ergibt
sich eine Signalraumkonstellation, wie in der oberen Grafk fiir
den Sonderfall M = 3 dargestel.

&

Der nichtkohdrente Demodulator ist nachfolgend skizziert. Gegeniiber der Empfangerstruktur fiir
bindre FSK unterscheidet sich dieser Empfinger lediglich durch M Zweige anstelle von nur zweien,
welche die Vergleichswerte yy, ,, ..., ¥, liefern.

-5 =D 11l [

Phasen- AWGN-
drehung Kanal

) 2 p
s(0) ==>Q=—=>@ ) -&@) [=>| Il [—>

I 1 f f

ol n(f) ra ¥y

A 0 - &0 (=D Iyl [—

Farbkennungen: Lkomplexes Signal komplexer Wert reeller Wert

Maximum: y;

Zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit gehen wir wieder von der Annahme aus, dass m, gesendet
wurde. Das bedeutet, dass die Entscheidung richtig ist, wenn y; der grofite Detektionsausgangswert ist:

Pr(C) = Prilys <yi) Ny <ya) N Nilyar <yo)|m = mg| =

M

= Pr ﬂliy;.- <y )|m =mg|. Pr(€)=1-Pr(C).

k=2

Die Fehlerwahrscheinlichkeitsberechnung wird auf der ndchsten Seite fortgesetzt.
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Nichtkohdrente Demodulation von mehrstufiger FSK (2)

Bitte beachten Sie: Es gibt gewisse Analogien zur Herleitung der BFSK—Fehlerwahrs cheinlichkeit.
(1) Mit der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte py1|m(171|m0) erhdlt man:

Pr(C) = /ﬂx Pr

(2) Die Entscheidungswerte y,, 3, ..., y;, sind bei gegebenem y; statistisch unabhéngig. Deshalb gilt:

M
m[yk <y |y =m.m = mu] 'Pmu.[lil | mg) gy .

k=2

Pr(C) = A (Pr(yo <yi)|ys =m,m = mal}" ™ pyujm(m [mo) s

(3) Der ausgewdhlte Wert y, konditioniert auf m, besitzt eine Rayleighverteilung mit Parameter anz:

M
Prily: <yi)lys =m.m=mo] = f Pua|m (112 | 70) dpz =
0
= 1—exp[-7;/(207)] =1 —a (Abkiiramg) .

(4) Gesucht ist nun der Ausdruck (1 — a)™~1, fiir den gilt:

M- -« i (M1 i
(1—a)-! = Z[—l} ( i )-[—l} ca' =

i=({
M-1

— Z(—l}" : (M:__l) . exp [—%] .

i=0
(5) Weiterhin besitzt y; konditioniert aufm = m,, eine Riceverteiung. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine

korrekte Entscheidung Idsst sich somit in folgende Form bringen:

Pr(C) — ”f[_l},- | (_-U:__ 1) |

i=0

0 ;2 2 E-- , ;E--
_/ exp [—: I]]} : I]—]J L XD {—Ih il b} Iy [—Ih p b} s .
) P

3 2
202 T2 20 -

Tl

(6) Durch Substitutionen gelingt es, den Integranden entsprechend der Riceverteilung zu gestalten. Da
sich jede Wahrscheinlichkeitsdichte zu 1 integriert, erhdlt man:

M1 .

- M -1 1 t - Es

Pr(C)= > (-1) ( . ) . —— . exp [——} . Ey = Ep-logy(M).
— 1 i (1+1)- Ny

(7) Der Sonderfall M = 2 fiihrt zum genau gleichen Ergebnis, wie flir die bindire FSK berechnet:
2—1 1 0- E5
Pr(C) = (—1)". : eXp | —————
(€)= (-1) ( 0 ) 0+ 1 "“"p{ (:‘+1}._.\-'J+
2—1 1 1. Eq
—1t. ) e | —— |
+ =) ( 1 ) [+1 "‘“"P{ [:‘+1}-_-\-'J

= 1 = 1{2 . Q—Eﬂ.-"llf.-\n:]‘.l — Pl[g} — 1{2 . Q—Ea:,."gf_-\'-:]‘,ll
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